گروهی از ریاضیدانان‌شوروی 
۳ 5 ¢ 
بر کزیده مسائل هید سه 


ټرجمۀ عادل ارشقي 


` S= 1 8۵-00 
TT 


برگزیدةٌ مسائل هندسه 


مر ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ 
گروهی از رباضیدانان شوروی 


مقدمه 

کتاب حاضر که برگردانی از آثار ریاضیدانان شوروی است حاوی اصول و بنیادهای هندسه 
فضایی و مسطحه است. موّلفین در جای جای کتاب صرفنظر از ارائه مسائل نوینی از هندسه از 
طریق حل مسائل -فراتر از روش های سنتی بیان مفاهیم هندسی _ دیدگاه‌های روش شناسانه ای 
برای تجزیه وتحلیل و ره‌یابی مسائل هندسی ارائه دادهاند. مترجم امیدوار است که کتاب حاضر با 
همه کاستی ها و کمبودهایش از نظر ترحمه بتواند برای دانش آموزان و ریاضی دوستان راهنما و 
آموزنده باشد و خوانندگان علاقمند را با زمینه‌های نوینی ازفهم و تبیین موضوعات هندسی آشا 
سازد. 


عادل ارشقی 


فصل اول: هندسه مسطحه 
(۱۱۹-) 
بخش ۱. روشهای حل مسائل هندسی ۹ 
۱ مثلث‌ها و جهارضلعی ها: ٩‏ ۲. دایره‌ها: ۱۲؛ ۳. مساحت اشکال مسطحه: ۱ 
بخش ۲. مثلث‌ها و چهارضلعی ها ۳ 


مسائل: ۱. مثلث‌های قائم الزاویه: ۲۹؛ ۲. مشلث های متساوی الساقین: ۲۹؛ ۳. مثلث‌های 
دلخواه: ۳۱؛ 4 . متوازی الاضلاع ها: ۳ ۵. ذوزنقه: ٤‏ ۳؛ .٩‏ مسائل گوناگون: ۳5 

بخش ۳. دایره‌ها WV‏ 
مسائل: ۱. دایره‌ها: ۲ ۲؛ ۲. مثلث‌های محاطی و محیطی: 45؛ ۳. ترتیب‌های گونا گون از دایره 
و مثلث: 4۸؛ ٤‏ . دایره و جهارضلعی : 1٩‏ 

مسائل گوناگون ۵۱ 

بخش 4. مساحت‌های اشکال مسطحه ۵٤‏ 
مسائل: ۱. مساحت مثلث‌ها: 5۵؛ ۲. مساحت جهارضلعی ها: 41۷ ۳. مساحت جند ضلعی ها: 
۹ 6 . مساحت اشکال مرکب: ۷۰؛ ۵. مسائل گوناگون: ۷۱ 

بخش ۵. تبدیلات هندسی ۷۳ 
۱ تقارن نسبت به یک نقطه: ٩۷۸‏ ۲. تقارن نسبت به خط مستقیم: ۷۹؛ ۳. دوران: ۸۱؛ 4. 
انتقال: ۸۲؛ ۵. تبدیل متحانس: ۸۳ 


بخش .٩‏ بردارها ۸ 
۱ مسائل مستوی: ۸۷؛ ۲. مسائل متریک: ۹۲؛ 

۱ جمع و تفریق بردارها. ضرب بردار در یک عدد ۹4 

۲. ضرب اسکالر (درونی) بردارها ۹۸ 

۳ مسائل گوناگون ۹۹ 

بخش ۷. مقادیر حداقل و حداکثر ۳ 


مسائل ۱۵ 


فصل دوم: هندسه فضایی 


(۱۷۷- 0۱۱۹ 
بخش ۸, برش های جند وجهی ها ۱۹ 
بخش 4. استفاده از ضوابط همخطی و همصفحگی بردارها در حل مسائل ۱۳۳ 
بخش ۱۰: زاویه بین خطوط مستقیم در فضا ۱۳۹ 
بخش ۱۱. استفاده از حاصلضرب اسکالر (درونی) بردارها در حل مسائل ۱:۲ 
مسائل ۱4۵ 
بخش ۱۲. خطوط و صفحات متعامد ۱۶:۹ 
بخش ۱۳. رسم خحطوط و صفحات متعامد. رسم 
برش های عمود بر یک خط یا یک صفحه ۱۵۰ 
بخش ۱6 زاویه بین خط و صفحه ۱۵ 
بخش ۱۵. فاصلةٌ بین یک نقطه و یک صفحه. 
فواصل بین خطوط و صفحات ۱2۷ 
بخش ۱١‏ . زاویه دو وحهی (فرحه). زاو یه 
بین صفحات. نیمساز» کنج سه وجهی ۱۹۲ 
بخش ۱۷ محاسبه حجم چند وجهی ها و حجم 
قسمتی از جند وحهی ها ۱1۹ 
بخش ۱۸. مسائلی در مورد ترکیب چند وجهی ها ۱۷ 
مسائل ۱۷ 
راهنمایی‌ها و راه حل های مسائل ۱۷۷ 

فصل اود : ۱۷۷ 


فصل دوم : ۱۷۹ 


فصل اول 
هندسه مسطحه 


بخش ۱. روشهای حل مسائل هندسی 


درحل مسائل هندسی معمولاً سه روش بکارمی‌رود: روش هندسی (گزاره مطلوب براساس تعدادی 
قضية مشهور وبا کمک براهین منطقی استنتاج می‌شود), روش جبری (اثبات گزاره یا یافتن کمیت ها 
با محاسبه مستقیم براساس ر وابط موجود بین کمیت های هندسی ازطریق تشکیل معادله یا دستگاه 
معادلات انجام می‌گیرد)؛ روش هندسی - جبری (در این روش برخحی از مراحل حل مسئله از طریق 
روش جبری وبعضی دیگر از مراحل آن از طریق روش هندسی انجام می‌گیرد). 

صرفنظر از روش انتخابی برای حل مسائل هندسه موفقیت و کارآئی آنها به شناخت قضایا و کاربرد 
مناسب قضایا بستگی دارد. قبل از ارائه همۀ قضایای هندسه مسطحه (خوانند گان با اکثرآنها ازقبیل: 
شرایط تساوی مثلثهای اختیاری, شرایط تساوی مثلث های قائم الزاویه, ویژگی های اساسی مثلث 
متساوی الساقین» متوازی الاضلاع » لوزی» مستطیل, فضیه تالس, قضیه فیشاغورس » ر وابط بین 
اضلاع و زوایای مثلث قائم الزاویه, شرایط تشابه مثلث ها قضیه مر بوط به تساوی کمانهای واقع بین دو 
وتر متوازی وغیره آشنایی دارند) ضروری بنظر می‌رسد که صورت بندی قضایای معینی را در اینجا مورد 
ملاحظه قرار دهیم که درحل مسائل هندسی غالبا مورد استفاده قرار می‌گیرند. از این پس به این قضایا به 
کرات مراجعه خواهيم کرد . 


۱ه مثلث ها وچهارضلعی ها 

۱ ه قضیه مر بوط به تساوی زوایایی که اضلاع آنها دو بدو برهم عمود هستند : اگر ۸90و 701 
هردوحاده ویا هردومنفرجه بوده و 0 ز 8€ ,£( ل 4 باشد (شکل ۱) آنگاه 

۴ = ۸6 2 خواهد بو . 


۲ ه ویژگی های میانه ذوزنقه : 

(8) میانه ذوزنقه با قاعده‌های آن موازی است ؛ 

(0) طول میانه ذوزنقه با نصف مجموع قاعده‌های آن برابر است. 

(») میانه (وفقط میانه) ذوزنقه هر خطی را که بین دو قاعده ذوزنقه قرار دارد نصف می‌کند(شکل ۲). 


۵ € 


8B ۷ ۸ 


D ۱ شکل‎ 0 F 


قضایای فوق در مورد حمل E‏ بت . دراین حالت مثلث به عنوان یک 
ذوزنقه تبهگن در نظر گرفته می‌شود بر دو زق تیمک طول یکی از اغد ارام مر متت 

۳ ه قضایای مر بوط به نقاط تلاقی میانه ها نیمسازها و ارتفاعات مثلث : 
(۵) سه میانه یک مثلث متقارب هستند؛ ر منی آنها در نقطه ای همدیگر را قطع می‌کند . اين نقطه 
گرانیگاه (یا مرکز ثقل) مثلث نامیده می‌شود . فاصله این نقطه ر وی هر میانه ازرأس مر بوط به آن میانه 
برابر دوسوم همان میانه است. 
(«ا) هرسه نیمساززوایای مثلث ازیک نقطه عبور می‌کنند وفواصل این نقطه از اضلاع مثلث باهم 
مساوی هستند. 
(0) سه ارتفاع هر مثلشی دریک نقطه همدیگررا قطع می‌کنند. این نقطه را (مرکز ارتفاعی » مثلث 
می‌نامند . 

6 و خاصیت میانه مشلث قاثم لزاویه: در مثلث قائم الزاویه طول میانه وارد بر وتر برابر نصف طول وتر 
است . عکس این اصل نیز درست است : اگردرمثلتی طول میانه ای برابرنصف ضلع میانه مرسوم برآن 
باشد در آنصورت مثلث مز بور قائم الزاو یه خواهد بود . 
۵ ه خاصیت نیمساززاویه داخلی مثلث: e e E‏ 
به نسبتی تقسیم می‌کند که با نسبت اضلاع زاویه مز بور متناسب است: :سے و 


۱ 


qa b 


شکل ۳ 
۱ و روابط متریک در مثلث قائ الزاویه: اگره و ساق ها وء وتس ۸ ارتفاع واه و تصاویر ساق ها 
ر وی وتر باشند (شکل 6 آنگاه جنین خواھ داشت ۰ 


(a) h = 00 + (b) a = 6۵ ؟‎ (ec) b® = ام‎ (d) کم‎ + 0۶ = c+ (e) h = 2 


€ 
٤ شکل‎ 


۷و قانون کسینوس ها: 4 cos‏ 2۳6 - تم + لش = a‏ (شکا ۵ 


B 
4 a 
A 1 C 
۵ 
5 a فاك ی هرن مد‎ 

TS Ta E Ca ۸‏ ود e Ss‏ 
مثلث است. 
٩‏ ه تعیین نوع مثلث بوسیله اضلاع آن: اگر »و0 و» را طول اضلاع مثلث و را بزرگترین ضلع در نظر 
سم وم : 
بگیریم» آنگاه چنین خواهیم داشت : 


(ه) اگر *ظ + ه :> شم باشد آنگاه مثلث مفروض حادة الزاویه خواهد بود ؛ 

(ط) اگر 0۶ + هم = ء باشد آنگاه مثلث مفروض قائم الزاویه خواهد بود ؛ 

)٥(‏ اگر 9۶ + *ه << 2 باشد د رآنصورت مثلث مفروض منفرجة الزاو یه خواهد بود. 

۰ هقضیه سوا: اگر در مثلشی سه خط مار ازرئوس 4 18 و 6 متقارب بوده و اضلاع مقابل را در نقاط 
9 تا و قطع کنند در آنصورت روی هرضلع مثلث دو قطعه بوجود می‌آورند. حاصلضرب سه تا از این 
پاره خط ها بصورت یک درمیان برابر حاصلضرب سه پاره حط دیگر است. 


۱ 


در مثلث 48€ » نقاط 0 8 و رابترتیب روی اضلاع 48 » 96 و 6 ۸4 اختیار می‌کنيم . شرط لازم 
و کافی برای تقارب خطوط ‏ 4 » 7 و 69 (شکل )١‏ برقراری تساوی زیر است: 


۸ 3 C 


۱ وروابط متریک در متوازی الاضلاع : مجموع مربعات اقطار هر متوازى الاضلاع معادل مجموع 
مربعات اضلاع آن است. (شکل ۷). 


۱ a 


d2 + d1 = 2a + 2b و شکرب‎ e 
a 


۲ و دایره‌ها. 
۱۲ و ویژگی های خطوط مماس بر دایره: 
۱) شعاع مرسوم بر نقطه تماس خحطی با دایره بر حط مر بور عمود است (شکل 4(۸ 
(۱۱) دو حمل مماس مرسوم بر دایره ای از یک نقطه خارج دایره باهم برابر هستند و با حط مرسوم از نقطه 
مز بور به مرکز دایره دو زاو یه متساوی بوجود می‌آورند (شکل ). 


® © 


۳ هسنحش راویه: 

(۵) اندازه زاویه مرکزی در دایره از نظر درجه با کمان مقابل به زاویه برابر است؛ 

(ط) اندازه زاویه محاطی از نظردرجه با نصف کمان ر وبروبه آن زاویه برابر است؛ 

(۵) زاویه تشکیل شده بوسیله خط مماس و وتر مرسوم از نقطه تماس از نظر درجه با نصف کمان واقع در 
دال زاویه برابر است. 


۱۳ 


6 و فضایای مر بوط به دایره ها و مثلث ها 
(2) بر هر مثلشی می‌توان دایره‌ای را محیط کرد؛ مرکزدایره محیطی برنقطه تقارب عمودمنصف های 


اضلاع مثلث منطبق خواهد بود؛ 
(ط) در هر مثلثی می‌توان دایره‌ای را محاط کرد . مرکز دایره محاطی E i‏ ی 
منطبق خواهد بود . 


۵ و قضایای مر بوط به دایره ها و جهارضلعی ها 

(8) برای اینکه دایره ای را بتوانیم بریک چهارضلعی محیط کنیم لازم و کافی است که مجموع زوایای 
متقابل چهارضلعی 180° باشد (180° = 6 + ») (شکل ۱۰). 

(ط) شرط لازم و کافی برای محاط شدن دایره ای در داحل یک جهارضلعی این است که مجموع هردو 
ضلع متقابل چهارضلعی با مجموع دوضلع دیگ رآن برابر باشد (0-+4 ۵ = 24+6) (شکل ۱۱). 


۵ حسسسک‎ 
N 


شکل ۱۰ شکل ۱۱ 


۲ ور وابط متریک دردایره: 
(۵) اگر در دایره‌ای دو وتر 48 و 0 در نقطه 11 همدیگر زک آنگاه ۷۰۸/0۱۲۰۳۱۲ ۸ 
حواهد بود (شکل ۱۲)؛ 
(ط) اگر دوقاطم 8 ۸4 و66 از نقطه حارج ی 7 بر دایره ای رسم شوند آنگاه : 
CM. DM‏ = ۸۸/۰ را خواهیم داشت (شکل ۱۳)؛ 
)٥(‏ اگر از نقطه خارجی» قاطم 8 114 ومماس 1۶0 را بر دایره ای رسم کنیم د ر آنصورت 
ع = 41۰81 را خواهیم داشت (شکل 4 ۱). 
D‏ 


(f 


۳ مساحت اشکال مسطحه 
۷ هو نسبت مساحت اشکال متشابه با مجذورنسبت تشابه آنها برابر است . 
۸ و اگر دومثلث دارای قاعده‌های مساوی باشند در آنصورت نسبت مساحت های آنها برابر نسہت 
ارتفاعات خواهد بود؛ اگر دو ارتفاع از دو مثلث باهم برابر باشند د رآنصورت نسبت مساحت های دو 
کب ارت اعد ها آنها سراهد نود 
۹ هو فرمولهای محاسبه مساحت مثلث : 
E )0( 8= pr‏ کی (م) ,ےی () ;سے = (م) 
(فرمول هرو) (۵-م) (0-م) (0-م) م ۷ = (e) 8S‏ 
در این فرمول ها ۶ > م بوده و۸۴ عبارت ازشعاع دایرة محیطی و عبارت از شعاع دایره محاطی 
۰ و فرمول های محاسبه مساحت جهارضلعی محدب (کوز ): 
S soc +Scon + ٩5 aon‏ + وم San + S pcp = ٩‏ = وورگ + Sanc‏ = ک (a)‏ 
AC.BD.sin a:‏ 4 = و (b)‏ 


9 
۱ (درضورتیکه دایره ای را بتوان در چهارضلعی م = 5 (0) 
۳ ا محاط کرد و ٣‏ طول شعاع این دایره باشد) 
E MAS‏ 
A n‏ 


:)۱١ ه فرمول محاسبه مساحت متوازی الاضلاع (شکل‎ ۱ 
(a) S = ak; 
(b) S=ab sin C; 


1 1 سس 
شکل dd, sin a. ۱٩‏ چ =8 (6) 


۳۲ ۾ فرمول محاسبه مساحت دوزنقه (شکل ۱۷): 
b‏ 


۱۷ شکل‎ 
a 


۳ ه فرمول محاسبه مساحت قطاع دایره (شکل ۱۸): 


(» اندازة زاویه مرکزی قطاع برحسب رادیان است). 


۱۵ 


درحل مسائل هندسی » غالبا به اثبات برابری دو پاره خط (یا دوزاویه) مبادرت می‌کنيم . درزیر سه روش 
(1) پاره خط ها را به عنوان اضلاع دو مثلث مورد ملاحظه قرارداده وبه اثبات تساوی این دومشلث 
می‌پردازیم ؛ 

(2) پاره‌عط ها را به عنوان اضلاع مشلثی درنظ رگرفته وبه اثبات متساوی الساقین بودن این مثلث 
می‌پرد ازیم ؛ 

(3) پاره‌حط ۵ را با پاره حط "م وپاره خط نا را با پاره خط مساوی 0 تعویض کرده وذابت می‌کنيم که 
پاره حط های ي و" برابر هستند. 

درحل مسائل هندسی از رسم حطوط کمکی استفاده می‌شود » از قبیل : خط عمود یا موازی با خطی از 
شکل مسئله دوبرابر کردن طول میانه مثلث برای تبدیل آن به متوازی الاضلاع ؛ رسم دایره کمکی ؛ 
رسم شعاع هایی بر نقطه تماس خط با دایره یا نقطه تماس دو دایره. ۱ 
مثال ۱ ۾ دو حط متقاطع» اضلاع CD. BC » 4B‏ و 42 از مربع ۸4610 را بترتیب در نقاط 2 ۰۲ 


6 ور قطع می‌کنند. ۴1 = ۸ راثابت کنید (شکل ۲۰). 
8 


۱۹ 


اثبات ه با استفاده ازروش اول مطروحه در فوق, را موازی ٥2‏ و »را موازی 412 رسم 
که آنگاه پاره عط های 26 و ۴1 مورد ملاحظه اضلاع دو مثلث قائم الزاو یه E۸۲‏ و ۳1۷1 بوده 
(شکل ۲۱) و از اینرو اثبات برابری این دومثلث کفایت می‌کند. چنین داریم :]۳ = ٥)‏ 
(ارتفاع های مرربع مفروض )؛ 212 = 17 (دوزاویه ای که اضلاع آنها دوبدوبرهم عمود. 
هستند وطبق قضیه ۱ باهم مساوی خواهند بود). از اینرومثلث های 1016 و ۸ برابر (به حالت 
تساوی یک ضلع زاویه قائمه و یک زاویه حاده) خواهند بود تساوی این دو ملث فا زاوی: موجب 
برابری وترهای آنها شده ودرنتیجه 7 و ۳1 باهم برابر خواهند شد. 
مثال ۲ ه اگرطول اضلاع مثلثی برابر»» ۵و » باشد د رآنتصورت, ۳ میانه مرسوم بر ضلع 6 ی 
حل ه میانۀ مز بور را به اندازه خود امتداد می‌دهیم . انتهای این خط با سه رأس 
مثلث» متوازی الاضلاع ACBP‏ را بوجود می‌آورد (شکل ۲), با استفاده 
از قضیه ۱۱ در مورد این متوازی الاضلاع به ?280 + 2402 CP? + AB‏ 
یعنی 4-208 208 و + (,2۳) دست می‌يابيم که از آن نیز 
جر 


“N /‏ 
م70 حصول می یابد. ۴ 


مثال ۳ م ابت کنید که مرکز ارتفاعی یک مثلث حادة الزاوبه بر مرکز دایره ای منطبق است که در 
مثلث حاصله از اتصال پای عمودهای مثلث مفروض محاط است. 

ار ی و هد نتسه با ی 
(قضیه 4 ۱) از اینرومنئله مفروض به اثبات این حکم تحویل می‌یابد که 11 0 21 و11 
نیمسازهای زوایای مثلث 16 هستند (شکل ۲۳). 

برای این منظور کافی است که 2 = 220 ابت شود. 

جهارضلعی 60 را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . چنین داریم: 

۳ = 26 و 90۳ == HC‏ .از اینر و 180° = 21۲0 + 2.۸26 بوده و در نتیحه 
دایره ای را می‌توان بر چهارضلعی 6 9/7 محیط کرد (قضیه ۱۵۵). با رسم این دایره (شکل ۲4). 
متوجه می‌شویم که زاویه‌های 7101و 1/6 باهم برابر هستند :دلیل امر این است که هردو زاویه 
۱ ی بوده وبه کمان 276 مقابل هستند.بطریق مشابه با محیط کردن دایره ای بر جهارضلعی ۸4/77 
به 21 — EAH‏ ے دست می‌یابیم و بدين ترتیب داریم: 7 = 7۸4 و 
.LHDK = 66‏ اضلاع زاویه‌های 77 £4 و )0 ]7 دوبدوبرهم عمود بوده و از اینروبرابر 
هم محسوب می‌شوند (طبق قضیه ۱) که در نتیحه ]771 = 2 بدست می‌آید که اثبات آن 


۱۷ 


مطلوب بود , 


ع شکل ۲۳ 


تشکیل معادلات درمسائل هندسی با استفاده از قضیه فیثاغورس» روابط متریک درمثلث قائم الزاو یه 
(قضیه »)٦‏ روابط بین اضلاع وزوایای مشلث قائم الزاویه, تناسب اضلاع » ارتفاعات و محیط 
مثلث های متشابه, ویژگی نیمساز زوایای مثلث (قضیه ۵)» ر وابط متریک در متوازی الاضلاع » قضیه 
کسینوسها (قضیه ۷) وفرمول های متنوع محاسبه مساحت هاء انجام می‌گیرد. 

برای تشکیل معادلات لازم برای حل مسائل هندسی «روش عنصر مرجع» یک روش بنیادی است. 
این روش به شرح زیر است: 

یک عنصر هندسی بدوطریق بیان شده وسپس مقادیر حاصله برای آن در این دوروش باهم مساوی قرار 


داده می‌شوند . 


مثال ٤‏ م اضلاع مثلثی با » ۵و » برابر است.,/ ارتفاع مرسوم برضلع 6 را پیدا کنید , 

حل هروش اول. ارتفاع ,۸ برای دومثلث قائم الزاویه 4013 و 9 017 ضلع مشترک محسوب می‌شود 
(شکل ۲۵). با استفاده از قضیه فیثاغورس, معادل های*077 را از مثلث های ۸407 و 0178 ( 617 
عنصر مرجع محسوب می‌شود) می نو یسیم . اگر ۸11-2 فرض شود آنگاه 2 --6 - 61 3 خواهد بود. توجه 
داشته باشید که اگ 09 ۸4 منفرجة الزاویه باشد د رآنصورت ± +6 =1 8 خواهد بود (شکل .)۲٩‏ در 
اینجا فقط حالت اراثه شده درشکل ۲۵ را مورد ملاحظه قرارمی‌دهيم . از ملت ۸4017 هه ره 
و از مثلث 07 به 2(۶ س ع) س ۾ = * وصول می‌یابیم . 


۳ 


از معادله *(2 س ع) س ۾ = قرو س *ط نیز چنین استنتاج می‌شود: سس 


F7 
فرمول زیر از مثلث 4077 بدست می‌آید:‎ 


"کت ]ها 09 


2e 
A م ا سلد م م سط ل 3م‎ 
ی ات و کب‎ 


(a+b—c) (a + ( ) +-e—a) (a+b-+e).‏ 1۷ ت 


بدین ترتیب داریم: (4 J GFP F9) (4+0) ۳:87 )8 ۳e‏ مر رز 
gg OT TET‏ 


2c 
روش دوم. ازروش مساحت ها استفاده می‌کنيم. ازیک طرف مساحت مثلث ۸4190 برابر‎ 
واز طرف دیگر معادل ,۸ء 3 است. با مساوی قرار دادن این دوعبارت‎ ۷ 7 )2-0()2-0[)7-0( 
چنین نتیجه می‌شود : 2۱۵۵0 2۷ = رو با درنظر گرفتن م برحسب اضلاع مثلث‎ 
e E م وجایگذاری‎ = e یعنی‎ 


t= ela Feb) (Fe =a)‏ ه] ( 09اب 


2c 


Cc 
b 
۲۰ شکل ۲۵ شکل‎ 
۸4 ۳1 


مثال ۵ ه مثلثی با اضلاع 0 ا و٤‏ مفروض است. 1 » نیمساز وارد برضلع » راپیدا کنید. 

حل هروش اول (روش جبری). 010 را درمثلث 48€ » نیمساز در نظرمی‌گیریم (شکل ۲۷). طرح 
کلی مسئله به شرح زیر است: 

طول پاره خط های 40 و 2 راپیدا کرده وسپس قانون کسینوس ها را در مورد مثلث های 4٥0‏ › 
2 بکارمی‌گیریم (بخاطرداریم که 20 = 2۸09 است). درنتیجه طول نیمساز 
بصورت ٥7‏ = وا بدست می‌آید . 


با فرض ± = ۸ ون = (8 به 6 = ن + 2 وصول یافته وطبق خاصیت نیمساز (قضیه ۵)» 
ط 


,6 عد 1 27 
۱ یم کت وود سای 
ر دستگاه معادلات 2ے درمی یا بم a+b a+}‏ ج 
J a‏ 


با بکارگیری قانون کسینوس ها (قضیه ۷) در مورد مثلث 4610 نتیجه می‌شود که: 

cost (4)‏ 201 — 1 + 02 = 22 
(حهت اختصار» ] = ماو ! = 208 = 2۸ راقرار داده‌ایم). 
با استفاده از قانون کسینوس ها در مورد مثلث 861 چنین داریم : 

(2) . 6089 201 سب 1۶ + ۵ = رز 
طرفین تساوی(4) را در » وطرفین تساوی(2)را در (0-) ضرب کرده وسپ سآنها را باهم جمع می‌کنيم : 


5 


۳ط - [ے + طا س قفوم = یط س از این تساوی نتیحه می‌شود که: ۱ 


۱۹ 


yh) 4 ab. )3(‏ سس م2 و س مب 2 
با گذاشتن مقادیرته ول یافته شده در تساوی (3) چنین حاصل می‌شود : 
ba _ ae \ ۳۹ ® ab (a+b +e) (a+ b— e)‏ ے2 
(a+b)3 (a4-b)* ۱ + ab (1- (a- (= (a4 b(‏ ( لاس 
بدین ترتیب داریم: (ہ 6+ )+ +٥‏ )۲ا ے 
سر ۳ تس را ۳ 
شکل ۲۷ 
A DP B‏ 


روش دوم. علاوه بر مجهول 1 که مطلوب مسئله است یک کمیت مجهول کمکی نیز معرفی می‌کنیم . 
با قرار دادن 220 = 2۸0 = 2 از روش مساحتها استفاده می‌کنیم . چنین د اریم: 

هو 5 + ووی رگ = مور رگ . ازیک طرف 22 «زه وه + = مورک را و از طرف دیگر بدلیل 
sin 2‏ اط وم که و 2 sin‏ 1 + - وعو 5 تساوی 2 1او 1 + 27 sin‏ 1 2 سب ABC‏ 


راداریم ازارو یام (a Fh)‏ 


sin 22‏ وه 3 بدست می‌آید که ازآن نیز کل لت ے | حاصل 
/ ۱ ۳ 
تقو رات بت کنو 5« نون کسینوس ها را در مورد مثلث 96 4 برای ضلع 13 ۸ بکارمی‌گیر یم . 


چنین داریم: 22 و 20 - ت02 -+ a‏ = 2 


۲ 5 2م 3ن ل 2 سم عم ۲ 
از این رابطه نیز نتیجه می‌شود که: ا = 22 ۶ . آنگاه داریم: 


yV 12) e: _lath +e) (ab —e)‏ = زر دوم 
ab 3 ab‏ 


بدین ترتیب رابطة زیر استنتاج می‌شود : 


۹۱ 1 ۳۱۳ ۱۳۳۲ (م .- +b‏ 6) (م (a+ b+‏ ار ا 2ab‏ ے07ے[ 
ab a-4-b‏ ۲ 2 ا+م afb‏ 


در تشکیل معادلات برای حل مسائل هندسی پیشرفت در حل مسائل غالا معرفی موفقیت آمیز 
مجهولات بستگی دارد. برای روشن کردن این نکته به مثال زير می‌پردازيم: 


مثال ٩‏ ه دریک مثلث قائم الزاویه طول وتر برابر ‏ وطول نیمسازیکی اززوایای حاده مثلث برابر 


ق است. طول اضلاع زاویةقائمهمثلث را پیدا کنید (شکل ۲۸). N‏ 


شکل ۲۸ 


C D 


حل هروش اول. با منظو رکردن ± = 40 بز ‏ 8€ و 2 = ]0 » طبسق قضیه فیثاغورس چنین داریم: 
تم = ل + 2ھ ۳ رگ ( =2 + #. علاوه بر این براساس ویژگی نیمساز زاویه (قضیه ۵) 


ET اد‎ TE E 
صل می‌شود . سرانجام دستگاه معادلات سه متغیره ز یر حاصل‎ 3 E رم نمی‎ = 
. می‌شود‎ 

و0 = ل + a‏ 
حل این دستگاه ازپیچی د گی های جبری ,= دقرم 
قابل ملاحظه ای برخوردار است. 7 ے2 

e سل‎ ° 


روش دوم. تساوی CAD = £LBAD =z‏ 2 را منظور می‌کنیم . با استفاده از پاره خط 4€ به 
عنوان «عنصر مرجع » یک معادله تشکیل می‌دهیم . از مثلث ۸190 به 22 6005 = 40 وازمثلث 
4C‏ به 2 46 وصول می‌يابیم. با مساوی قرار دادن این عبارات, معادلة مشلث ها پدست 


۳ 73 
می‌آید : ٭ وون شا ے 2 COS‏ 6. این معادله را حل می‌کنيم: 


V3 609 22 = cos z + V3 (2 cos? z—1) 2 cos و‎ —cosz— ¥ 3= 0 


چم 
از این تساوی به شل ے و وم ا 3 ل = 2 COS‏ وصول می‌یابیم . از آنجا که با توحه به مفاد 


مسئله 0 << 2 609 است» سنابراین ا 5 خواهد بود . از اینر و زاو يە 2 84 برابر30°وزاو به ۸€ 8 


برابر*60 خواهد بود. درنتیجه ج = ۸40 و 2۷3 
اگر مسئله یافتن نسبت کمیت های معین (طول ها یا مساحت‌ها) بویژه یافتن اندازه زاویه ای 
(که معمولاً به یافتن تاع متلغانی معینی ازآن زاویه ودرنتیجه به یافتن نسبت اضلاع مثلث قائم الزاویه 
تحویل می‌یابد) مطلوب باشد معمولاً به شرح زیرعمل م یکنیم :یکی از عناصر خطی را معلوم در نظر 
و رفته و کمیت های مطلوب را برحسب این عنصر بیان کرده وسپس نسبت این کمیت ها را پیدا 
می‌کنيم . عنصر خطی منظور شده» پارامتر کمکی و این روش حل مسائل هندسی » روش معرفی پارامتر 
کمکی نامیده می‌شود. از این روش درحل مسائلی استفاده می‌شود که د رآن اشکال هندسی مشابهی 


وحود دارد. 
۹ , ازرلس قائمه 6 » میانه و ارتفاع رارسم می‌کنیم ,۰ زاو بة بین 
این دو حط 2 0 8 است. C‏ 


نسبت اضلاع زاویه قائمه این مثلث را بیابید (شکل .)۲٩‏ 


شکل ۲۹ 8 ۸ ۶ 4 


۲١ 


NS‏ 1 با .۰ 40 _ . 40 CK‏ موم 
e AE SE A e‏ ماج قزر نی میم ب 
استفاده ازروش معرفی پارامتر کمکی به حل مسئله می‌پردازیم. اگر * =0۴ را درنظر بگیریم» آنگاه 
TA : 7727777۳7 ٩9 41‏ وا l3»‏ 
جرد CM‏ ج ۸۴۶-01 )۷ = 1 را خواهیم داشت . ا زآنجا که در مثلث قائم الزاویه 
میانه وارد بر وتر ذ نصف وتر است (قضیه 4) از اینرو 118 = 011 = 411 راداریم . آنگاه چنین 
خواهیم داشت : 
5 41 9 _ 5 4 9 


AK= AM - 10۱۲ = 


A4C=V ARFCR = y E+ 271 


BC 77۳2-102 = [۶ 23+ h2 = VT 


AC _ ۸۷41 . ۷۵ 4 


تست جت ت کک و مسج 


BC 5 ۱ 4 5 

مثال ۸ ه اندازه زاویه ٥‏ که تارک مثلث متساوی الساقین 4196 است براب 100 می‌باشد. دوشعاع 

رسم می‌کنیم : یکی به مرکز 4 که با48 زاویه30می‌سازد ودیگری به مرکز ‏ که با 84 زاویة 20° 
می‌سازد. این شعاعها همدیگر را در /قطع می‌کنند. زوایای 1 4 و801۴ را پیدا کنید (شکل ۳۰ 


حل هنقاط 11 و رابهم وصل کرده وزاویه 401 را با ته نشان می‌دهیم . از نقطه ]1 عمودهایی را به 
اضلاع مثلث رسم می‌کنيم: ۰146141 ۸46 ا 18 و 1-86 و16۸۵ . بادرنظ ر گرفتن = 636 
پارامت رکمکی را معرفی می‌کنيم و :6 را از دو طریق یعنی با استفاده از ۸1 به عنوان عنصر مرجع 
محاسبه می‌کنيم . از مثلث: ۸73 ) درمی یابیم که 2 sin 2 = ۵ sin‏ ۸۲6 = ,2/8 است. بدلیل 
اینک"8=100 4٤0‏ بوده و ۸6 طبق فرض » متساوی الساقین است 

از اینرو 40° = 2۸0 == 20۸ بوده ودرنتیج"11=10 0۸ را خواهیم داشت. 

ازمثلٹ 418 نیز ا طا ے ۲ را داریم. سرانجام از مشلث ,47/6 چنین حاصل 
می‌شود: م = 30 صنو 4۷1 = ,۰۶0 مشلث 0114 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم . در این 
مثلث 2 - 21/02۸4۱100 بوده و از اینرو(2 — 100°) sin‏ ۵ ع(2 — 400°( MA,=CM sin‏ 
را خواهیم داشت. بدلیل *20-*20 40° = )8 11ے مخلث‌های 8110و 21 باهم مساوی بوده 


۳۲ 


ودرنتیحه (2 - 100) MC, = MA, = ۵ sin‏ را خواهیم داشت 3 متساوی‌فراردادن عبارتهای 


معادل6 ]۸1 معادله مثلثاتی (27 مه 100°( 0 2 — ے ا دست ت می‌آید ,از این معادله بترتیسب 


چنیین حاصل فی‌شود : ۱ 
(2 - 110) وم )ي — 90°( sin 27 = 2 sip (100° — (۰918 10° «< sin 2 = cos‏ 


cos (110° — z( = 0 


و درنتیحه ۴ = 2 خواهد بود . 


بخش ۲ ه مثلث ها وجهارضلعی ها 


مثال ۱ و قاعده‌های ذوزنفه ای عبارت از 4 و ۵ هستند. 
طول پاره حطی که وسط قطرهای آن را بهم e‏ 
پیدا کنید (شکل ۳۱). 

شکل ۳۱ 
حل ه از آنجا که نقطه ۶ وسط قطر 40 ونقطه × وسط قطر 8 است از اینرونقاط ظ وک روی میانه 
۴ ذوزنقه واقع خواهد بود (قضیه 6). چون خط ٤۸‏ دوضلع مثلث 482 را بهم وصل می‌کند از 
E‏ ی ی ی ی 0 
2 سے و استنتاج می‌شود. بدین ترتیب چ مد E۲‏ و = 8۸6 بدست می‌آید. 
مثال ۲ ۾ با معلوم من موم رای ار LAD‏ 0 را بدست آورید. 
حل ه طبق قضیه ۳۵ میانه های مثلث در نقطه ای مانند ۸14 متقارب هستند. فاصلةٌ این نقطه ازرآس مثلث 
روی هریک ازمیانه‌ها بابر دوسوم طول همان میانه ا بل ۲ بنابراین دوضلع ازمثلث 
MC‏ 4 یعنی ,0ج = 1 3 = 0 ونیز میانه م" ج = 111 معلوم است . مثلث 11€ 4 
را مورد ملاحظه قرار می‌دهيم . در این مثلث میانه ٩12‏ را دو برابرکرده وپاره عط 1 را بدست می‌آوريم . 
(شکل ۳۳). آنگاه طبق قضیه ۱۱ به: 
MP 9۸41۲ + °‏ + 40 یمنی ”ج + وخ 2۰ = 208+ 8 وصول می‌يابيم 


که از آن نیز 7*8 ج Me‏ - 20 ۷/2/۳8 5 = ۵ بدست می‌آید. 


شکل ۳۷ کل کی 


۳۳ 


مثال ۳ و ر وی اضلاع 7 ۸4 و B٤‏ از مثلث 48€ 


۷ ۲2 
مر بعات 15 480 و1 ۸ 80 را رسم‌کرده ایم ثابت e‏ 
کنید که طول باره خط 711 دو برابر طول میانه 6٣‏ 
ازمثلث 48٥‏ است (شکل ۳4). E‏ 
شکل ۳4 P C‏ 


اثبات ه ازآنحا که بایستی 04128۶ راثاب تکنيم از اینرومناسب بنظر می‌رسد که طول 8۲ را 
دوبرابر کرده و مثلث 4190 را به متوازی الاضلاع 1 480 تبدیل کنیم وسپس 91-18 را ثابت 
گتیم (شکل ۵ برای اثبات برابری/11 0و 81 » این دوپاره خط را به عنوان دوضلع ازدومثلث 
مورد ملاحظه قرار داده وسپس به اثبات تساوی این دو مثلث می‌پردازيم . براساس این طرح» حل مسئله 
مفروض انجام می‌گیرد. 

با ادامه دادن پاره خط 2 به اندازه‌ ای که برابرخود 2 است ونیز با اتصال نقطه 7 که انتهىای این 
امتداد است به نقاط 4 و € به متوازی الاضلاع ۸4/907 وصول می‌یابیم . مثلث های 0118و 1307 را 
مورد ملاحظه قرار می‌دهیم. چنین داریم: (4) به عنوان اضلاع مر بم 8.1766 تساوی 80 <211برقرار 
است؛ (0) 7 )  <‏ 0 (بطور مشروح در مورد این تساوی چنین می‌توان گفت: به عنوان اضلاع مربع 
D0 8= ۰1 (4‏ و به عنوان اضلاع مقابل متوازی اضلاع 07 4 € =8 ۸4 بوده و از اینرو 
2-1 خواهد بود)؛ (7)0 10ے =311 (1-(دوزاویه ای که اضلاع آنها بر هم عمود هستند). از 
اینرو 07 ۸۵ <2811 ۵(به حالت دوضلع وزاو یه بین آنها) و درنتیحه 7 107-8 حاصل می‌شود . 
بدلیل ظ 28 81 از 1 21۶-19 تساوی ‏ 11-23 12 استنتاج می‌شود . 


منال ٤‏ ەدر ل“ قائم الزاویه ای ارنفاع وارد بر وتر آن را به دوقسمت با طول های 90۳0 و 10600 نم a‏ 
می‌کند. از رأس زاوية حاده بزرگتر مثلث و وسط ارتفاع مثلث خطی عبورمی‌دهیم . قسمتی از این خط را 
که درداخل مثلث قراردارد پیدا کنید (شکل ۳۳). 


۲4 


شکل ۳۹ 


با 
۳ 


حل ه جنین داریم : ۰313 132-413 (قضیه 18) ؛ و از اینرو 9۰16-*611یعنی 212010 07 حاصل 
می‌شود . از ۵۰4 ۳ ۳ ۷۳ 200-۱ دستمی بیج . Mz‏ را بصورت M||4K‏ 77 
رسم کرده وتة = = ]را درنظرمی‌گیریم . بدلیل اینکه 2۸ خط واصل وسط دوضلع ار AHCM‏ 
است از اینر و 22 عد14 13 است.از آنجا که مثلث های8 ۸111 و413 متشابه هستند از اینرو 24۔21 


16 22 27 
ی اسا شد هھ واا ست م | 
ی و2 چرس ستنتا ج شده و ار اا دیر چنین بدست می اید 
3 24 3 75 0 24 
ی ره زار 


مثال ۵ ۾ مستطیلی را درداخل مثلثی با اضلاع100۳0 17010 وص2105 طوری محاط کرده ايم که دو 
رأس مستطیل برروی یک ضلع ودورأس دیگرآن برر وی دوضلع مثلث منطبق شده است. اگر محیط 
مستطیل برابرعه22.5 باشد طول اضلاع آن را بدست آورید. 
حل ه ابتدا قبل از هر چیزنوع مشلث مطروحه را پیدا می‌کنيم . چنین داریم: 100-*۸0 289-*17و 
441 =21. از آنحا که *212<<108+11است از اینرو (طبق قضیه )٩‏ مثلث مز بور منفرحة الزاو یه بوده و 
درنتیحه مستطیل را فقط به یک طریق می‌توان در آن محاط کرد ودر این طریق دورس آن روی ضلع 
بزرگتر مثلث قرار می‌گیرد (شکل ۳۷). آنگاه به یافتن ارتفاع 8 از مثلث 90 4ء مبادرت می‌کنيم. با 
بکارگیری روش مثال 4 بخش ۱(یا فرمول استنتاج شده در آن مثال) به60 17-8 وصول مییا بیم . .ا 
قرار دادن * = 82 به 2 --11.25 - 3 (بدلیل اینکه محیط مستطیل ۸ D2۴‏ برا2٥22.5‏ است) و 
2-8 می‌رسيم. مثلث های 88۴ و ۸46 مشابه هستند, از این روچ = ج (درمثلث های 
مشابه نسبت ارتفاعات متناظر با نسبت تشابه برابر است) یعنی 32 تخل را خواهیم داشت 
که از آن نیز = 2 استنتاج می‌شود . بدین ترتیب طول وعرض مستطیل بترتیب ۵10 6وتتاه 5.25خواهد 
نود , 


مثال ٦‏ و در مشلت 48€ راوبه 4 دوبرابرزاویه 0 ضلع 8€ ار ضلع 48 ۲6۲۵۰ بیشتر بوده و 


۲۵ 


ص 5 = 40 است. 48 و٥٤8‏ راپیدا کنید. 

حل هروش اول - با رسم نیمساز 42 درزاویه 4+ LDAC = LACB‏ = 28۸41 دست 
می‌یابیم (شکل ۳۸). در مشلث 426 زاویه های مجاور قاعده متساوی بوده و از اینرومثلث مز بوړ 
متساوی الساقین خواهد بود یعنی تساوی 0 = 4 را خواهيم داشت. 

با قراردادن 2 = 48ول = 90 = ۸9 درمی‌يابيم که 2 + =z‏ 30 ولا — 2 + BD=z‏ 
است. مثلث های 48 و 480 مشابه هستند. دلیل مین است که 80۸4 2 = 241 بوده و 
8ے زاویه مشتر ۰ ازتشابه این دومشلث» طر _ 48 


2D _ 4P 


۳۳۲ استنتاج می‌شود . برای یافتن 7 و ل به دستگاه دو مصادله دو متفيرة ؛ ۰ 
/ ت 
5 2ج ۵ 2y,‏ ات > مت 

۲ 7 وصول می‌یابیم که از آن نیز zy‏ = رو س 10 + س بدست می‌آید . 

gE EE E 


ES‏ ا اول آن به 2 = 510 و ا رز منتهی می‌شود. 


بنابراین و گے یعنی 4 = ±2 بدست هی ای . بدین ترتیب ا 4 = 48 و c٥‏ 6ے 8€ خواھهدبود. 


4 قرار دادن = € به 21 = 4ے و ۶ س 180° = 8 مدست می‌یابیم . همحنین منظور 


کردن ته = 48 به 2 ته = 6 منتهی می‌شود . طبق قانول سینوس ها (قضیه ۸) جنین داریم: 
مای ‏ ۲ ک ند آن از 
a ST sin ۱100-77‏ بدین ترتیب دستگاه دومعادلۀ دومتغیره زیر که درآن ر 
)غ3 3t) = sin‏ —180°( زو استفاده شده است برحسب 2 و # بدست می‌آید: 


2 سب بو 7 


sint sind 
E 

510 ۶  sinğt 

به حل این دستگاه مبادرت می‌کنيم . 
si / 5‏ 5 

از معاد له د دستگاه به تس ٤او‏ ے وڈ ے از معادله ! ز نه 
3—4sint ۳ 7‏ 103و هس م 3sin‏ رورم =2 ور ول نیز ! 
sin 2t‏ 2 سا 2 


یعنی ۶ 605 2 - و وصول می‌يابيم. با قرار دادن عبارت معادل 2 برحسب 


_ sin f 
= 3 #درتساوی ار به  ومع‎ 


3 
o 


+ | می‌رسیم. .ا منظور کردن 2 = ای0 در این معاد له 
مثلثاتی معادله و2 ے 8-84-20 = + 4 بدست می‌آید که از زآن نیز رح و یا ج س وه یعنی : 

چ س هه باه نتيج مشر .گر = همه باشدآنگاه ازغ همه 2 = چپ 1ب 
4= = 2 دست می‌یابیم . اگر + 00۵ باشد آنگاه از ز 0094 2 = 2 + 1 به ٤‏ = 2 + 1 وصول می‌يابیم 
که ممتنع است. بدین ترتیب 8٤ = 6 cm yAB=4 cm‏ خواهد بود. 


تذ کر ه عبارت 3 = 081 پە معنى؟60 = است که ازآن نیز درمشثلث 48€ زوایای 60°= 0ے و 


۳۹ 


۶0 = 4ے بدست می‌آید که غیرممکن است . 


شکل ۳۸ 

ره 4 
مثال ۷ ه در مستطیل 41612 (شکل )۳٩‏ نقطه 6 وسط ضلع 42ہ است. اگر 2 ۷ = ۸4:۸2 
بباشد زاویةٌ بین 8K‏ و 40 را بيابید. 
حل ه ازروش پارامتر کمکی استفاده می‌کنیم (به مثال ۷ بخش ۱رجوع کنید). منظور کردن»= 48 
به 3 /[۸-۵ منجر می‌شود . طرح کلی حل مسئله به شرح زیر است: همۀ اضلاع مثلث 4.11۸ را 
برحسب ۵ بیان کرده وسپس در مورد ضلع ۸ 4 قانون کسینوس ها را اعمال می‌کنیم . این امر محاسبه 
کسینوس زاوبه ۱ 4را که باند نشان داده می‌شود ممکن می‌سازد . پاره‌حط های 40 و 71 
میانه‌های مثلث 481 هستند. از اینرو (طبق قضیه ۲۵) 816 = 1۸۸ و 40 ج = 431 را 
داریم. بدین ترتیب نتیجه می‌شود که: 


ی 7 تا 3 
لے (خبد ) + 1 + ۷+27 + BK=‏ 


3 
3 
AM = 340 = 4C = FV PFT که + رد۷ مد‎ = 2 


5 2 3 5 
در مثلت؟//4 نیز چنین داریم: لگ 4 و مگ دورو 1۹ = .K‏ طبق 
قانون کسینوس ها (قضیه 2,۷ ۶-24۰۸۰609 + ° AM‏ = ۸4162 یعنی: 


a 6\2 a3 6‏ | 0/3 ۶ م۰ 
i‏ .ا - )+ (ثچت) = (حید) 
۾ E KE a‏ لا مه 
وسرانجام ± ومه 2 چ س ج سی = س أسستنتاج می‌شود cC‏ 


B 
که ازآن نیز 0= 2 009 ودرنتیحه 0° = ۲ حاصل می‌شود. ا‎ 
a بدین ترتیب 8 و 46 باهم زاویه قائمه می‌سازند.‎ 
شکل ۳ م‎ 


مثال ۸ وثابت کنید که در هر مثلشی مانند 80 4 فاصله مرکز ارتفاعی از رأس 8 دوبرابرفاصله مرکز 
دایره محیطی مثلث ازضلع 40 است. 

برهان ه مثلث حادة الزاویه ۸490 را با مرکز ارتفاع ی ۸1 » مرکز دایرۀ محیطی 0» ارتفاعات 8 و4 
ونیز با نقاط ‏ وس به عنوان وسط اضلاع 0K‏ و 01 که عمود بر اضلاع هستند در نظرمی‌گیریم 


۳۷ 


(شکل ۰). مثلث های 4911 و۸01 متشابه هستند (بدلیل 0۵K‏ || ۰82 ۵1 || 423 
تک !| 48)؛ و از اینرو 2 شم 2 راداریم . پاره‌خط 1 وسط دوضلع ۵۸80 را بهم وصل 
کرده و از اینرو 2 س چ است و2 = ل بوده ومطلوب مسئله اثبات می‌گردد. 

حال فرض کید که مشلث )۸419 یک مثلث منفرجة الزاوية غير متساوی الساقین باشد. عبارات مورد 
استفاده برای اشبات مسئله به همان صورت حالت اول خواهد بود . (شکل .)٩۱‏ ازتشابه مثلث های 
BH‏ 4 و 101 به 2 = کا = ب ودرنتیجه به 20۸ = 811 دست می‌بابیم. خطوط نقطه‌چین 
مرسوم در اشکال 3 و ٤۱‏ را خط اولرمی‌نامند (به تمرین شماره ۵٤‏ مراحعه کنید). 


۳ 


شکل ۰) 


مثال ٩‏ م در صفحه مثلث متساوی الاضلاعی خطی را از مرکز ثقل (گرانیگاه) مثلث عبور می‌دهیم ثابت 
کنید که مجموع مر بعات فاصله های ر وس مثلث از این حط مستقل از انتخاب آن است. 
اثبات ه فرض کنید که حط مورد نظر با قاعده 1ء از مثلث 00 4. زاو یه ای برابر» تشکیل دهد (شکل 
۲ عبارات ۵ = ٩0‏ = 110 (۱0:رادر نظر می‌گیریم. خطوط ۸۸/0 8۸ و 0 عمود بر این 
خط مطروحه را برحسب 6 وءه بیان کرده وثابت می‌کنيم که به ازاء هر مقداره عبارت . . 
BK * + 2‏ + *410 مقداری ثابت است. از آنجا که 30° = 046 ے است از اینرو 
۳ = ۸7.10 ے بوده و آنگاه » س 305 = (150° + ے) — 180۴ = 0۸ > را خواهيم داشت. 
ازاء20۵ ۸ به (- 30°( AOD > a sin‏ ے 51۱ 02۸4 = 41 وصول می‌یابیم . 
از 10 ۵ به 909-0 110P‏ ے = :908 می‌رسيم . 
از BO sin £ BOK = a sin (90° — a) = a 605  هب ۵ BOK‏ = 3 می‌رسیم. 
بدلیل به + 90° = ۳017 ے (زاویه خارج ی 10۲ ۵) و 00° = ۵6 ے چنین داریم : 

7.۷0۵] = £ POE — £ POC = (90° + 4) — 00° = 30° + o 
: دست می‌یابیم . چنین نتیجه می‌شود‎ C8 = C0 i" ے‎ COE = asin (30° + x) به‎ ۵ COE از‎ 


۳۸ 


AD + 93 + CE — aî شزو‎ (30° — a) + a cos? a + شم‎ sinê (30° +۸ 


00L2‏ َك ° 19 بے 
) 20۷ سا ات ك د ین ومع )2 د 1 ( a2‏ = 


cos )6 ° — 2‏ )3 + 60°( 5 ا 
2 


a)‏ تووم + ا 


( 
( ع + ,20 1—cos 60° cos‏ ( شم مس 
1 ( 


شه ج = ( 20 همه ب چ + 2 و گس 1) دہ = 
وبدین ترتیب به ازاء هر مقدار » نتیجه زیر بدست می‌آید: 
B‏ 
et‏ = «زن +3 + AD*‏ 
E‏ 
شکل کر 
ا کے 
M 4 8‏ 


مثال ۱۰ ه اگر در مثلث 80 4 میانه4.11» ارتفاع 8۴ ونیمساز 610 دریک نقطه متقارب باشند رابطه 
بین طول اضلاع ۾ » طا وء آن مثلث را بدست آورید (شکل 4۳). 


حل طبق قضیه سوا (قضیه ۱۰) چنین داریم : 1 ے کک . کلک کھ. ا زآنجا کہ1 اہ میانه 
مثلث است از اینرو 06 = 8 و سے 2 ا ۱ 
بدلیل نیمسازبودن 0 نیز ے کک (قضیه ۵) خواهد بود . بدین ترتیب رابطه مفروض به شکل 


ا ے E‏ .2ہ 2 لگ و آید, 
7 ۰ که و > 2۳ دی 


با قراردادن CH = a‏ و AH = bi‏ از طرف دیگر م نع از + ٤ه‏ یعنی س مد را خواهیم داشت . 
همچنین با استفاده از 817 به عنوان عنصر مرجع از A ABH‏ به 2-202 = ۳2 و از A BHC‏ به 


2 = 8113 وصول می یابیم . 
از اینر و ۵1۳ س ۵2 = 20283 نتیجه می‌شود که ا زآن نیز .3*2 ے 12 بدست می‌آید. باجا گذاری 
نا a‏ 


شب = ٤‏ درتساوی اخیررابطه مطلوب بین اضلاع ۰۵ و بصورت زیر حاصل می‌شود : 
2 س قم 2 
8 3ي فرمدم) 
2 س 2۾ D2‏ 
D2 M‏ سي al)‏ 


۳۹ 


مسائل 

۱ مثلث های فانم الزاو به 
۱ هثابت کنید که در مثلث قائم الزاویه نیمساززاویه قائمه» زاویه بین ارتفاع ومیانه مرسوم از همان 
زاویه را نصف می‌کند. 
۲ ه در مثلث قائم الزاویه ميانه وارد بر وترزاویه قائمه را به نسبت 1:2 تقسیم کرده وطول آن معادل 7 
اس اضلاع مثلث را بیاپید. 
۳ نقطه ای برروی وترمثلث قائم الزاویه که از اضلاع قائمه مثلث هم فاصله است وتر را به دو قطعه به 
طولهای هه 30 وصته 40تقسیم می‌کند. طول اضلاع زاو یه قائمه مثلث را بدست آورید. 
٤‏ ۾ طول اضلاع زاویه قائمه یک مثلث قائم الزاو یه هه 18 وه 24 است . طول نیمساززوایای حاده این 
مثلث را بدست اور ید. 
۵ ه نیمساززاویه قائمه مثلث قائم الزاویه ای را پیدا کنید که طول اضلاع زاویه قائمه آن »وة است. 
٩‏ ه نیمساززاویه قائمه درمثلث قائم الزاوبه وتررا به دوپاره خط به طول های 7و« تقسیم می‌کند. طول 
ارتفاع وارد بر وتر را پیدا کنید . 
۷و در مثلث قائم الزاویه ای طول میانه های وارد ات زاو يە قائمه معادلص› 53 ⁄وص730 ۷ 
است . طول وتر آن را بیایید . 
۸ و محیط مثلث قائم الزاو یه ای برابرد» 60 وطول ارتفاع وارد بر وتر آن معادل۳0 12 است . اضلاع 
زاو یه قائمه این مثلث را محاسبه کنید. 
٩‏ ه درمثلث قائم الزاویه 486 ازرأس زاویه قائمه ٥‏ » نیمساز 65 ومیانه 611 رارسم می‌کنيم. اگر 
6127 و ” =1 ۴ باشد در آنصورت طول اضلاع زاویه قائمه را بدست آورید. 
۰ ه دریک مثلث قائم الزاویه اندازهُ یکی اززوایای حاده برابر» است. زاویه بین نی‌مساز و میانه 
مرسوم از رآس این زاویه راپیدا کنید. 
۱ه در مشلث قائم الزاویه 480 » 42 و86 ) نیمساززوایای حاده رارسم می‌کنیم. اگر 
۰BK&‏ 4 = 484 باشد زوایای مثلث را پیدا کنید. 
۲ ه اگر دریک مثلث غير متساوی الساقین ارتفاع و میانه مرسوم ازیک رأس مثلث درداحل مثلث 
واقم شده و با اضلاع آن زاویه, زاویه‌های متساوی درست کنند, آنگاه ثابت کنید که این مشلث» 
قائم الزاویه است. 


۲ ۵ مثلث های متساوی الساقین 
۳ فثابت کنید اگردرمتلشی؛ نسبت تانوانت دوژاویه با سیت مریعات سیوس های این دوزاویه 
برابر باشد در آنصورت مثلث مطروحه یا متساوی الساقین ویا قائمه خواهد بود . 


٤‏ هثابت کنید اگر در مثلثی رابطه 
خواهد بود . 

۵ ۾ طول قاعده مشلث متساوی الساقینی ی میانه وارد بر ضلع جانبی آن برابر 300 
است . طول این ضلع را پیدا کنید. 

۳ ه طول ضلع جانبی مثلث متساوی الساقینی برابر 40۳ و طول میانة وارد بر این ضلع براپ 3050 است. 
طول قاعده مثلث را پیدا کنید . 

۷ هو طول قاعده مشلث متساوی الساقینی ا آن برابر ۵ 18 است. 
ارتفاعات وارد بر اضلاع جانبی را رسم می‌کنيم . طول پاره حطی را پیدا کنید که پای ارتفاعات دوس ر آن 
آست . 

۸ ه طول قاعده مشلث متساوی الساقینی برابرهاه 3 وطول ضلع جانبی آن برابرهه 8 است. نیمساز 
زوایایی از آن را که بر اضلاع جانبی وارد می‌شوند رسم می‌کنيم . پای این نیمسازها را بهم وصل 
می‌کنيم . طول پاره حط حاصل از اتصال پای نیمسازها را پیدا کنید, 

٩‏ ه مجموع دو ارتفاع نامساوی از یک مثلث متساوی الساقین برابر / و اندازه تارک آن برابره است. 
طول ضلع جانبی مثلث را بيابید, 

۰ و نقطه روی ارتفاع 217 از مثلث متساوی الساقین 48€ (20 = 41 ) طوری انتخاب شده 
است که زوایای ۰۸۸68 8۸70 و476 باهم برابرند. اگرزاویه مجاور به قاعده برابر» باشد نقطه ¥ 
ارتفاع مرسوم را به چه نسبتی (از طرف تارک) تقسیم می‌کند ؟ 

۱ اندازه زاویه های محاور به قاعده درمثلث متساوی الساقین برابر # است . نسبت قاعده به میانه 
وارد برضلع جانبی مثلث را بيا بید . 

۲ و اگر در مثلث متساوی الساقینی مرکز ارتفاع وارد برقاعده را نصف کند زوایای آن را پیدا کنید. 
۳ و خطوط ,ا » «! و وا باهم موازی بوده و وا بین ,/ و و1 قراردارد. فاصله‌های خط وسط از خحطوط 
دیگر بترتیب برابره و٩‏ است. طول اضلاع مثلث متساوی الاضلاعی را پیدا کنید که هریک از رئوس 
آن روی هریک ازسه حط مفروض قراردارد. 

4 ۲ و نقطه D2‏ روی‌ضلع 48 ونقطه 7 روی‌ ضلع 0 مثلث متساوی السافین 48€ (0ظ =48) 
طوری قرار دارند که 08 = 82 است. ثابت کنید که وسط پاره حط 9 برخط واصل اوساط وساق 
۵ ه در متلث متساوی الساقینی, اندازه زاویه تارک برابر*30 و طول قاعده آن برابر» است. طول 
٩‏ م نقطه 2 روی ضلع 80 از مثلث متساوی الساقین 480 (80 = 48) طوری انتخاب شده است 
که 1:4 د 20:00 است. 81:144 راپیدا کنید بطور یکه 2 ارتفاع مشلث و نقطه تلاقی 8 و 


برقرار باشد آنگاه مثلث مز بو متساوی الساقین 
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42 باشد. 

۷ م طول قاعده مثلث متساوی الساقینی برابر + و اند از زاویه تارک آن برابرت2است. طول نیمساز 
زاویهای از آن را که برضلع جانبی وارد می‌شود پیدا کنید . 

۸ و خط مرسوم ازیک رأس مثلث متساوی الاضلاعی ضاع مقابل را به نسبت 2:1 تسم می‌کند, 
اندازۀ زاو یه های تشکیل شده با این خط و اضلاع مجاورزاویه مز بور چقدر است؟ 

۹ ه زاو به محاور قاعده مشلث متساوی السافین برابر گ arctan‏ است. زاو یه بین میانه و نیمساز مرسوم 
برضلع جانبی مثلث را بیابید. 

۰ ه در مثلث متساوی الساقینی میانه وارده برضلع جانبی مثلث با قاعده زاویه ج طاعهده می‌سازد. 
زاویه تارک مثلث را پیدا کنید. 

۱ وزاویه 2 از منلث متساوی السافین ۸80 براب ر؟110 است. درداخل مثلث نقطه 1 راطوری 
انتخاب می‌کنيم که 30° =€ 24 و *25 021 اه باشد , زاو به 8/0 را محاسبه کنید. 


۳ و مثلث های دلخواه 
۲ ثابت کنبد اگر دوضلع وارتفاع یک مثلث حادة الزاویه با دوضلع و ارتفاع مثلث حادة الزاويه 
دیگری برابرباشد آنگاه این دو مثلث باهم برابر خواهند بود (دوحالت را مورد بررسی قراردهید). 
۳ و ثابت کنید اگردوضلع ومیان؛ یک مثلث بترتیب با دوضلع ومیانه مثلث دیگری برابر باشد آنگاه 
دو مثلث باهم برابر خواهند بود (دوحالت را در نظر بگیرید). 
۳ و ثابت کنید که در هرمثلث نیمساز یک زاویه یا بر ارتفاع ومیانه مرسوم از آن زاویه واقع است ويا 
بین اندوفراردارد. 
۵ ثابت کنید که در هرمثلث مجموع میانه ها از محیط آن مثلث بزرگتر و از تمام محیط آن کوچکتر 
است . 
۷ ۱ خط مار از مركز ثقل مثلث متساوی الاضلاع 6 اضلاع 48 و 26 راقطع می‌کند. ابت 
کنید که مجموع فواصل 4 و 6 از 2 با فاصله 2 از ۲ برابر است. 
۷ و زاویه 8 از مثلث 480 برایر *115 است. از میانگاه ضلع 6 ۸ عمودی را برآن رسم می‌کنيم و این 
عمود ضلع 8€ رادر نقطه 2 قطع می‌کند. پاره خط 42 زاویه 4 را از طرف ضلع 48 به نسبت "5:3 
تقسیم می‌کند . زاویه‌های 4 و 6 ازمثلث 480 را بدست آورید. 
۸ ه نیمساز زاویه مثلثی ضلع مقابل به ان زاویه را به پاره خط هایی به طول ٩۳‏ 2 و۳٥‏ 4 تقسیم کرده و 
طول ارتفاع وارد بر همان ضلع نیز برابرهده 1/15 است. طول اضلاع مثلث را پیدا کرده ونوع آن را تعیین 


۹ه نسبت مجموع مربعات میانه های مثلث بر مجموع مر بعات اضلاع آن را بدست آورید. 
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۰ و اگر در مثلثی رابطه :577۶ 8« + ۳8 بین میانه‌های آن برقرار باشد نوع مثلث را تعیین کنید. 

0 وه طول دوضلع از مثلشی برابر ۾ وط بوده ومیانه‌های وارد بر این دوضلع نیز متعامدهستند ۰ طول ضلع 
سوم مثلث را بدست آورید. 

۲ و در مثلث ۸4860 نیمساز ۸ رارسم می‌کنيم.اگرن =€ 4 ,6 = 48 و 49-2 باشد طول 8€ را 
پیدا کنید. 

۳ و در مثلث 48€ ۸0-86۳0 80-126۳ است. زاویه 4 در این مثلث دو برابرزاویه 8 است. 
طول 48 را محاسبه کنید. 

٤‏ و طول ارتفاع مثلشی براپره» 6 بوده و ارتفاع»زاویه مر بوط به خود را نیز به نسبت 2:4 تقسیم کرده 
است. ارتفاع مز بور قاعده را نیز به دوقسمت تقسیم کرده است که طول کوجکترین آنهاهده 3است. 
اضلاع مثلث را بدست اورید 

۵ و ارتفاع مثلثی زاویه ای را که ارتفاع از آن رسم شده است به نسبت ۱ قطع کرده است. این 
ارتفاع قاعده را نیز به پاره حط هایی تفسیم کرده است که نسبت آنها (1 < ۴) ۸۴ می‌باشد. اندازه 
بزرگترین زاویه مجاور به قاعده را محاسبه کنید. 

٩‏ ه در مثلث حادة‌الزاویه 48٩0‏ » زاویه حاده بین ارتفاع‌هایط 4و6 برابر »است. اگر » 4 و 
68-8 باشد آنگاه ۸6 را بدست آورید. 

۷ و طول قاعدهٌ مثلثی برابر 4 است . طول ميانه وارد بر این قاعده برابر 1/2--۷بوده ویکی از زوایای 
محاور قاعده نیز برابر 15۴ می‌باشد. زاویه حاده بین میانه و قاعده را بدست آورید , 

۸ وبا استفاده از قضیه سوا ثابت کنید که: 

(۵) میانه های مثلث در یک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند ؛ 

() نیمسازهای زوایای مثلث دریک نقطه همدیگر را قطع می‌کنند . 

(۰) تلاقی ارتفاعات مثلث در یک نقطه مشترک انجام می‌گیرد . 

۹ م خحط 2 موازی قاعده 46 ازمثلث ۸480 بوده و نقطه ‏ روی ضلع AB‏ ونقطه 2 روی ضلع 
6 قراردارد. ثابت کنید که 4 02 ومانه 811 همدیگررا دریک نقطه قطع می‌کنند. 

۵۰ ۵ کرط ول اضلاع مشلشی یک تصاعد حسابی تشکیل دهند» آنگاه ثابت کنید که مرکز دایره 
محاطی این مثلت ومرکز ثقل آن روی حط مستقیمی قراردارند که با ضلع میانی مثلث موازی است. 

۱ ه در مشلت 480 » 40 ارتفاع بوده و نمّطه 23 مرکز ارتفاعی مشلث است. ثابت کنید که: 
۸۰ = 20۰9 

۲ و در مثلث ۸80 » زاویه 4 برابر*30 وزاویه 8 برابر0ة است. ثابت کنید که بین اضلاع آن رابطه 
(ن + و) ۵ = 2 برقرار است. 

۳ و ثابت کنید که در هرمثلثی تفاضل بین مجموع مر بعات هردوضلم از آن با حاصلضرب همان دو 


۳۳ 


ضلم وزاویه ب بین آن دوضلع مقداری است ثابت. 

۵٤‏ و ثابت کنید در هرمثلث مرکز ارتفاعی » مرکز ثقل ومرکزدایره محیطی برروی یک خط مستقیم 
(حط اولر ) قراردارند. 

۵ و در مثلث های 8€ 4و') 4/8 زوایای 8 و 7 برابر بوده ومجموع زوایای 4 و برابر 180۴ است. 
ثابت کنيد که بین اضلاع این زوایا رابطه ام» + "۵9 = هه برقرار است. 

۵٦‏ هدر مثلث 48٥0‏ اندازه 4 » 8 و6 باهم دارای نسبت 4:2:1 است. ثابت کنید که بین اضلاع 
مثلث تساوی ‏ = ِ + برقرار است. 

۷ ه ارتفاع میانه و نیمساز مرسوم ازیک زاویه در مثلٹی» آن زاویه را به چهارقسمت مساوی تقسیم 
می‌کند . اندازه زوایای مثلث را بیابید . 

۸ و درمثلث 48٥0‏ » 62 ارتفاع است .DB/\.‏ 2= باشد آنگاه‌رابطه بین زوایای 4 
٩‏ و در مثلث 480 اندازه زاویه 4 برابر » واندازۀ زاویه 8 برایر 8 بوده ومیانه 82 نیمساز 68 رادر 
نقطه ۸ قطع می‌کند. 0۸:۸۴ را پیابید. 


٤‏ ه متوازی الاضلاع ها 
۰ ه اگر در متوازی الاضلاعی اقطار نیمسازها زوایای آن باشد آنگاه ثابت کنید که متوازی الاضلاع 
مزبوریک لوزی است. 
۱ هھ در متوازی الاضلاعی با اضلاع » وا (e > DJ‏ نیمسازهای زوایای داخلی رارسم می‌کنيم . نوع 
چهارضلعی حاصله از تقاطع نیمسازها را تعیین کرده وطول اقطار این چهارضلعی را پید| کنید. . 
۲ و دریک لوزی ارتفاع وارد بریک ضلم آن را به دوپاره خط به طول ۳و ۸ تقسیم می‌کند. اقطار لوزی 
را محاسبه کنید. 
۳ و دریک متوازی الاضلاع عمود مرسوم ازیک رأس آن بریک قطرمتوازی الاضاام» » قطررا به دو 
پاره خط به طول های هه 6و۳ 45 تقسیم می‌کند . اگرتفاضل بین دوضلع غیر متوازی الاضلاع برابر 
۳ باشد در آنصورت طول اضلاع و اقطار متوازی الاضلاع را محاسبه کنید, 
٤‏ هھ از یکی اززوایای منفرجه متوازی الاضلاعی دو ارتفاع بترتیب با طول های « و٩‏ رسم می‌کنيم . 
زاویه بین این دو ارتفاع برابر » است, طول قطر اطول متوازی الاضلاع را محاسبه کنید, 
۵ ه قطر مرسوم ازیک زاویه مستطیلی آن زاویه را به نسبت «:7 تقسیم کرده است. نسبت محیط 
مستطیل را بر قطر آن پیدا کنید . 
٩‏ و اندازه زاو یه حاده متوازی الاضلاعی برابر » وطول اضلاع غیرموازی آن برابره و ف است. تانژانت 
زوایای حاده‌ای که با قطر اطول و اضلاع متوازی الاضلاع تشکیل می‌شود محاسبه کنید. 
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۷ و اگر در لوزی 1 خط مستفیم مرسوم ازرآس 4 زاویه 842 را به نسبت 1:3 وضلع 8€ را 
به نسبت 3:5 قطع کند آنگاه اندازه زوایای حاده و لوزی را پیدا کنید. 

۸ ۵ نسبت محیط یک لوزی به مجموع اقطار آن بزابر ۸ است . زوایای لوزی را پیا بید . 

۹۹ م اقطاریک متوازی الاضلاع با اضلاع غیرموازی آن متناسب انیت ایت کید کهروابا ب 
اقطار با زوایای متوازی الاضلاع مساوی است. 

۷۰ و در مستطیل 4801 قاعده 42 رابا نقاط 14 وP‏ به سه قسمت مساوی تقسیم می‌کنیم .اگر 
۸424 باشد آنگاه ثابت کنید که حاصل جمع زوایای 118 4 ¿ 48 برابر 90° است. 

۱ هو اضلاع یک متوازی الاضلاع برابر» وه (۵ > ») است. قطر اقصر متوازی الاضلاع با ضلع 
کوچکتر آن یک زاویه منفرجه و با ضلع بزرگتر متوازی الاضلاع زاویه ای برابر » می‌سازد. قطر اطول 
متوازی الاضلاع را بیابید. 

۲ ه نسبت اضلاع یک متوازی الاضلاع بصورت 2:4 بوده و قطرهای آن نیز دارای نسبت «:7 است . 
زوایای متوازی الاضلاع را بیابید. . 

۷۴ و نسبت محیط یک متوازی الاضلاع بر قطر اطول آن برابر ۸ است. 

اگرقطر اطول زوایای متوازی الاضلاع را به نسبت 1:2 تقسیم کند آنگاه اندازه زوایای آن را بیابید. 


۵ ه ذوزنقه ها 
4 وثابت کنید که اگر اضلاع یک ذوزنقه با اضلاع متناظربه آنها در ذوزنقۀ دیگر برابر باشد آنگاه آن 


دودوزنقه متساوی خواهند بود . 

۷۵و قضیه زیرراثابت کنید: برای متساوی الساقین بودن یک ذوزنقه لازم و کافی است که: (۵) 
زوایای محاور به قاعده باهم متساوی باشند» (۵) اقطار ذوزنقه برابر باشند. 

۷۹ م ثابت کنید که نیمسازهای دوزاویه مجاور به ضلم جانبی ذوزنقه باهم زاویه قائمه تشکیل 
می‌دهند ونقطه تقاطع انها بر روی خط واصل اوساط دوضلع غیرموازی ذوزنقه واقع است. 

۷ ه مجموع زوایای مجاوی به قاعده بزرگ ذوزنقه ای برابر*90 است . ثابت کنیدکه خط واصل اوساط 
دو قاعده با نصف تفاضل دو قاعده برابر است. 

۷۸ اقطار یک ذوزنقه مساوی و متعامد هستند وطول ارتفاع آن برابرهج 15 است. طول میانه ذوزنقه را 
نیدا کنید. 

٩‏ و طول یکی از قاعده‌های ذوزنقه ای برابرته» 24 وفاصله بین اوساط اقطار آن نیز معادل6۳0 4است. 
طول قاعدۀ دیگر ذوزنقه را پیدا کنید. 

۰ » یکی از زوایای ذوزنقه ای براب ر*30 بوده و اضلاع جانبی آن بر هم عمود هستند. اگر طول میانه 
ذوزنقه برابر وره 10 و طول یکی ازقاعده‌های آن برابرهتت 8 باشد در اینصورت طول ضلع جانبی کوحکتر 
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ار دا کی 

۱ و دریک ذوزنقة قائم الزاویه طول قاعده‌ها وضلع جانبی کوچکتر برابره »۵ و » است. طول ضلع 
جانبی کوجکتر وفاصله نقطه تلاقی اقطار از قاعده‌های ذوزنقه را پیدا کنید. 

۲ و نقطه تلاقی نیمسازهای زوایای منفرجه ذوزنقه ای ر وی قاعده مقابل قراردارد وطول آنهاحته 43و 
ده 45 است. اگر طول ارتفاع ذوزنقه برابرده 12 باشد آنگاه طول اضلاع ذوزنقه را بیابید. 

۳ و طول ارتفاع ذوزنقه متساوی الساقینی برابر۸ وزاو یه حاده بین اقطا رآن نیز برابر »2 است. طول 
میانه ذوزنقه را پیدا کنید. 

4 و در ذوزنشه 4800 , زوایای 4 و 2 قانمه بوده وه 8=5 4 »ص 1= 0ظ ومع 10. است. 
نقطه ]۸ راروی ضلع ۶ 4 طوری احتیار می‌کنيم که زاو به 70 دوبرایر 876 شود. نسبت 1:18 ۸ 
را بیابید. 

۵ و اندازه زاویه 4 ازذوزنقه 4802 برابر» وطول ضلع جانبی 4# دوبرابرقاعده کوچکتر6 8 
است. زاویه 846 را بدست آورید, 

٩‏ ه طول قاعد؛ بزرگتر ذوزنقه برابره » طول اضلاع جانبی آن برابر ۵ و» (» > ۵) ونسبت زوایای 
مجاور به قاعده بزرگتر عبارت از 2:4 است. طول قاعده کوجکتر ذوزنقه را محاسبه کنید. 

۷ م اقطار ۸0 و 80 ازذوزنقه ۸800 ۱2۵ 42) در نقطه 0 همدیگر را قطع می‌کنند وزاویه 
8 از آن برابر 60° است. ثابت کنید که نقاط 11 و ۶ که بترتیب میانگاه پارهخط های 4۵ » 
BO‏ و CD‏ هستند رئوس یک مثلث متساوی الاضلاع می‌باشند. 

۸ و ثابت کنید که مجموع مربعات اقطار یک ذوزنقه با دو برابر حاصلضرب قاعده‌ها به اضافه مجموع 
مربعات اضلاع جانبی ذوزنقه برابر است. 

٩‏ هثابت کنید که اگر نقطه تلاقی امتداد اضلاع جانبی ذوزنقه را به نقطه تلاقی اقطار آن وصل کنیم 
خط حاصل قاعده‌های ذوزنقه را نصف می‌کند . 

۰ و درذوزنقه ای با قاعده‌های» وه خطی از نقطه تلاقی اقطار به موازات قاعده ها رسم می‌کنيم . طول 
قطعه ای از این خط را که بین اضلاع جانبی ذوزنقه محصور است بدست آورید. 

۱ و در ذوزنقه ۸0 هریک ازقاعده‌های ۵ و 8€ را در هردو جهت امتداد می‌دهیم. نیمساز 
زوایای خارجی 4 و 2 در نقطه ۸ و نیمساززوایای خارحی ۵ و ظ در نقطه £ همدیگررا قطع می‌کنند. 
محیط ذوزنقه را با توحه به 0۵ 20 = ۸E‏ بدست اورید. 

۲ و از نقطه ۵ محل تلاقی اقطار متعامد ذوزنقه (0ظ | 42) 4۳٥2‏ خط 11۸ راعمود برضلع CD‏ 
رسم می‌کنيم (نقطه ۱1 ر وی 48 ونقطه ۸ روی 60 قراردارد). اگرصء 40= 42 و عه30- 8٥‏ باشد 
آنگاه ۸1۸ را پیدا کنید. 


۳۹ 


٠٦‏ مسائل گوناگون 

۳ هدر چهارضلعی ۸۵69 نقاط ۶ » ۸» 2 و بترتیب میانگاه اضلاع 8048 » ۵0 و 40 
هستند. ثابت کنید که جهارضلعی 82:1 یک متوازی الاضلاع است. 
۶ وروی اضلاع زاویه قائمه ۸6 و 86 ازمثلث قائم الزاویه 486 مربعات 40۸€ و 68۸08 را 
رسم می‌کنیم . عمودهای 927 و ۸7 را از نقاط ظ و17 بر امتداد وتر 4۸8 وارد ET‏ 
DH ¥ MP = AB‏ 
۵ ه برروی اضلاع یک متوازی الاضلاع وبیرون آن چهارمربع رسم می‌کنیم ایت کاک رر 
این مر بعات را به ترتیب بهم وصل کنیم چهارضلعی حاصل نیز یک مر بع خواهد بود . 
٩‏ ه در درون مثلث قائم الزاو یه ای با اضلاع زاو یه قائمه » و ۵ مربعی را محاط کرده‌ایم که با مثلٹ در 
یک زاو یه قائمه مشترک است . محیط مربع را بدست آورید. 
۹۷ ی وم لوزی ای را طوری محاط E ES‏ زف اضلاع 

مثلت واقع بوده و آنها دریک راوية ۵0 درجه ای باهم مشترک هستند. اگر طوا طول هریک از اضلاع لوزی 
۲ باشد طول اضلاع مثلث را بيا بيد . 
۸ م یک لوزی را دردر ون مثلثی طوری محاط کرده‌ايم که دریک زاویه مشترک بوده وزاویه مقابل به 
این زاویه لوزی» ضلع مثاسث را به پاره حط هایی با نسبت 2:3 تقسیم‌می‌کند. طول اضلاع مثلث را که 
اضلاع زاو یه مشترک بین لوزی و مثلث محسوب می‌شوند پیدا کنید با این شرط که اقطار لوزی برابر* و 
باشند. 
۹4 ه در مثلثی با اضلاع جانبی ٥1۳‏ 150109 متوازی الاضلاعی را طوری محاط کرده‌ایم که یکی از 
اضلاع آن به طول ۵ 6 ر وی قاعده مثلث قرار داشته و اقطار آن موازی اضلاع جانبی مثلث است. طول 
اضلاع دیگر متوازی الاضلاع و نیز طول قاعده مثلث را بدست اور ید. 
۱۰۰ ۾ درداخل مربع EEE ABCD‏ روی ضلع 8€ و 
نة له 2 روی ضلع 0 قرار گرفته و :2 4 -1 ۸ است. اگر ۸۶-3 4باشد در آتصورت انندازه زاویه 
2 را بدست آورید. 
۱۰ ۾ درداخل مثلث متساوی الاضلاع 8€ ۸ » مثلث متساوی الاضلاع E۸‏ 2 را طوری محاط 
کرده‌ايم که نقطه 7 روی ضلع 0ظ ‏ نقطه 2 روی ضلع 0 ونقطه :۶ روی ضلع13 4 قرار د ارد . اگر 
بمب DEC‏ باشد نسبت 48:0 رابدست آور ید.. 
۲ و در یک حهارضلعی محدب میانگاه ههای اضلاع رو برورا دوبدوبهم وصل می‌کنيم و همچنین 
میانگاه‌های اقطار این متوازی الاضلح را بهم متصل می‌کنيم . ثابت کنید که این حطوط دریک نقطه 
همدیگررا قطع کرده ونقطه مز بور میانگاه آنها محسوب می‌شود. 
۳ وثابت کنید که دریک جهارضلعی محدب» میانگاههای اقطار ومیانگاههای خطوطی که 
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میانگاههای اضلاع مقابل آن را بهم وصل می‌کنند برروی یک خط مستقیم قراردارند. 

۶ اگردریک چهارضلعی مجموع مر بعات دوضلع روبروبا مجموع مر بعات دوضلع دیگربرابر 

باشد آنگاه ثابت کید که اقطار این جهارضلعی بر هم عمود هستند . 

۵ هھ ثابت کنید اگر در یک متوازی الاضلاع خط واصل میانگاههای دوضلع مقابل با نصف مجموع 

دوضلع دیگربرابر باشد آنگاه چهارضلعی مز بوریک ذوزنقه خواهد بود. 

۹ و یا a‏ 

دارند. فاصله دو رأس ازقاعده‌ها که دورترین آنها از همدیگر محسوب می شوند معادل »2 است . فاصله 

رئوس دومثلث را که ر وی خط مفروض قرار ندارند بدست آورید. 

۷ و در جهارضلعی 420 3 = 8€ ,3 = 48 ,60° " DD‏ = ایهم و 3 2۳0-2۷ راداریم. 

زوایای 2 وه را بدست اورید. 

۸ اقطار چهارضلعی محدب 4802 درنقطه 0 با زوایای قائمه EE e‏ 

em BO = C0 = 1em‏ 8 = 40 وه 7 = 00 است. امتداد اضلاع 48 و2٥‏ 0 همدیگر را در نقطه 

ا قطع می‌کنند . زاویه 411/2. را بدست آورید. 

٩‏ و در حهارضلعی 8٥2‏ » 8 زاویه قائمه بوده و۷2 2:4 = 48:1 است. امتدادهای اضلاع 

BC‏ 10 همدیگر را در نقطه 1 قطع می‌کنند. با شرط *4< 24180 آندازه زاوبه 0۸10 را بدست 

اور ید . 

۰ و در داخل مستطیل 48٥2‏ مثلث 8۸ 4 راطوری محاط کرده ایم که نقطه ۶ ر وی 8€ و نفحله 
AB BE CK‏ 


ی ع اش اه یر وه ۳ ٣‏ 1 
۴ روی ظ6 قراردارد. اگر ۳ = کج = چچ = جر باشد شد آیگاه انت راویه* 9:۱ را ندمت آورزید, 


بخش ۳ و دایره‌ها 
7 آن 
باشد آنگاه ثابت کنید که؛ دوع 
و0۳0 0۳ تس آنگا .40 BC, OE 1L‏ 1 00 وا زر OF‏ 
خواهد بود (شکل .)٤٤‏ 
از آنحا که 00۲ یک مربع است (همهة زوایای آن قائمه بوده و 00 = 04 است) از اینرو 
=CD =r. BD =a —r‏ ]6 و ۳ سس وا = را داريم. ولی 7 = 8Dو4F‏ = 4E‏ 
(طبق قضیه ۲ ۱۲) بوده و از اینرو ٣‏ س ي = 8۴ وم س اد پر خواهد بود. بدلیل A B= BF + AF‏ 
یعنی (۲ س و) ا(٣‏ س ه) = م به EE e‏ 
توجه: فرمول حاصله را می توان در مورد مسائل مر بوط ERE‏ استفاده قرار داد . 
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٤٤ شکل‎ 


منال ۲ ودایره‌ای در در ود مثشلثی با محیط 010 18 محاط شده است . خحطلی براین دایره به موازات قاعده 
مثلث مماس مي‌کنيم . طولی از این خط که بین دوضلم جانبی مثلث محدود شده است برابر 2010 
می‌باشد. طول قاعده مثلث را بدست آورید. 

حل 9//» ۶ و۷ را نقاط تماس دایره ومثلث درنظرمی‌گیریم (شکل 4۵).آنگاه 11-4۷ 
۲ 0۷ و11 2-8 خواهد بود (قضیه (۱۲). با منظور کردن ل <۳ 0۰۷-0 2 11 ۷-۸۸ ۵و 
1-1-2 محیط مثلث برابر 22 + 2 (- 22 بوده و درنتبحه 9 = 2 + ل ج 27 خواهد بود , 

مماس 24 بردایره را به موازات 16, رسم می‌کنيم. آنگاه مشلث های 0 4. و 9132 متشابه بوده و 
بنابراین نسبت اضلاع آنها با نسبت محیط ها برابر خواهد بود: 22E‏ ؛ یعنی چنین خواهیم 


و ط AC‏ 


۱ ۳ ا‎ 
۵ _ __PpRBE (1) 
zy 8 


بعلور یکه در آن داریم. 

Pogg= BD + BE + DE— BD + BE +) + KE)= BD+ BE + (DM + E7) 
(در اینجاازتساوی‌های 0۸ = 0/۲ و51 = ۸۰ استفاده شده است).‎ 
بوده وتساوی (1) رامی‌توان‎ Prag =(BD + DM) + (BE +- EP)=BM ¥ 8?°—= 32 از اینرو‎ 


E NE 2 2 2z ۳‏ 
بصورت چ٥‏ = سس بازنوشت, 
9ج 2 + +24 
ا ح-۳ بِ : 
بدین ترتیب دستگاه معادلات رین بدست می‌آید. با منظور کردن ا = ل +2 به 
9 7 ات 
9 < 2 د ‏ 


چ وصول می‌یابیم که ازآن نیز ص 3 0یا هم ۸۵ بدست می‌آید. 
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مثال ۳ م از نقطه 4 مر بوط به وتر مشترک 48 بین دودایره» 
خط مستقیمی رسم می‌کنيم . این خط دايره اول رادر ) و 
دایره دوم ر در قطع می کند. خط مماس بردایره اول در 
نقطه 6 وخط مماس بردایره دوم در نقطه 0 »همدیگر را در 
1 قطع می‌کنند. ثابت کنید که نقاط ال 0 8 وروی 
یک دایره قرار دارند (شکل 47). 


٤٩ شکل‎ 


حل ه کافی است که 150۴ = ۶01910 + 2.0310 (قضیه ۱۵۵)را ثابت کنیم. جنین داریم: 
۳9 = 6۸ (زاویه محاطی) و ۸46 دا چ = 104 ے(زاویه ظلّی). 

از اینر و 21/6/4 = 61 بوده و بطریق مشابه ۶402 = 2۰1 ثابت می‌گردد. از مثلث 
2 نتیحه می‌گیر یم که ۱8۳ 6 ]۶۱ سد ۶00 + 2/6 است . 

MCD 4-2116 = LCBA + ZLABD = (‏ رانیزداریم. 

ازاینرو180° = 80ے + 112 ٤ے‏ استنتاج می‌شود که مطلوب مسئله بود. 


مثال ٤‏ ۾ در دایره‌ای مثلث متساوی الساقین 50 4 محاط شده است که طول قاعدۂ آن ا = 4€ و اندازه 
زوایای مجاور به قاعده در آن برابر» است. دایره دیگری را برقاعده مثلث ودایره اول مماس می‌کنيم . 
نقطه تماس این دایره با مثلث بر میانگاه قاعدة آن یعنی نقطه (1 منطبق است. شعاع دایره دوم را محاسبه 


کنید (شکل 1۷). 

حل ه از تساوی ۸10۰260-80۰0 (قضیه ه )۱5‏ ۱ 

استفاده می‌کنيم . 

بدلیل ها چ = 0 . 2= 0€ = 42 و cC‏ 4 
E‏ ج = س وصول می‌یابیم شکل CY ٤۷‏ 
که ازآن نیز > 06 2 = 7 نتیجه می‌شود . 8 


مثال ۵ ه دایره ای به شعاع ۸ را ازدورأس مجاور مربعی عبورداده ایم . ازرأس سوم مربع مماسی را بر 
دایره رسم کرده ایم . طول این مماس دوبرابرضلع مر بع است. طول ضلع مربع را بدست آورید . 

حل ه بعد از منظور کردن 41۶-2 و19.11222(شکل 4۸) پاره‌خط ۸417 را امتداد می‌دهیم تا دایره را در 
نقطه 16 قطع کند. آنگاه*/1 8=8 ۰4 ۸ 8 (قضیه ۶6 )یعنی *42= ± 8۸ را خواهیم داشت که ا زآن 
نیز .138-4 و درنتیجه 1632 4 استنتاج می‌شود . زاویه 4/0 16 معاد ل "90 بوده ودرنتیجه 1617 قطر 


3 


دایره خواهد بود. از مثلث قائم الزاویه ۸ 110 
به تساوی ۶( = 4 + 40 یعنی 


b5 
0 


۶ = 9 + 3ه وصول می‌يابي مکه از آن 


RVI ۰‏ 
نیز اڭ = بحاصل می‌شود. 


٤۸ شکل‎ 


K 
و قطاع قائم الزاویه‌ای ازیک دایره مفروض است. به شعاع همین دایره وبه مرکز واقع در نقطة‎ ٩ مثال‎ 
انتهایی کمان قطاع» دایره ای رسم می‌کنیم . این دایره» قطاع مفروض را به دومثلث خمیده تقسیم‎ 
. می‌کند. دایره ای را درمثلث کوچک محاط می‌کنيم . شعاع دایره محاطی وقطاع دایره را پیدا کنید‎ 
و ۳ مکح‎ 19 
مماس داخلی یا خارجی» ویا خط مماس بر یک دایسره مه‎ 
ضروری هستند»رسم می‌کنیم:و 62و 2)عبارت ا زخط الم رکزین»‎ 
عبارت از نقطه تماس» و00 عبارت از خط المرکزین»‎ 2 
نقطه تماس» :0 ون 0و 6 نقطه تماس است‎ 4 
O FH 02 .)4٩ (شکل‎ 
تساوی ۸= 00(پارامتر کمکی ) را منظو رکرده و7 » شعاع دایره محاطی را برحسب 73 بیان می‌کنيم‎ 
و14۲ عو ۵ب(‎ 0,0, = R, 0,04 = R —r . مثلثو00: 2:0 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم‎ 
خواهد بود.‎ 1 = RF - ۳ را داریم. اگر ارتفا 0را رسم کنیم آنگاه ۳ = 0,0 = ,0 و‎ 
. را به عنوان عنصر مرجم اختیار می‌کنیم‎ 0 
از مثلث و20 به شم س ۶( ¬ ۸) = 0,4 — 0,0 = 73و وصول.می‌يابيسم. از مثلث‎ 
فللو0 - 0ر0 = 1و0 استنتاج می‌شود. بدین ترتیب‎ = )R + (۶ - ) ¬ (۶ 0و0 نیز‎ 
شرس ذ(ج سب 8 )راخواھیم داشت که از آن نیز «حاصل شده‎ = ) + r  )R س‎ ( 
. ودرنتیحه = ۳ خواهد بود‎ 
مثال ۷ هدودایره به شعاع های 7 و18 در حارج هم مماس بوده و4 و2٥ مماس های مشترک‎ 
می‌توان یک دایره را محاط کرد. شعاع این‎ 48٤02 خارحی آنها هستند. ثابت کنید که در جهارضلعی‎ 
۱ .)۵۰ دایره را پیدا کنید (شکل‎ 


۱ 


حل ه همه ترسیمات کمکی ضروری را انجام می‌دهیم . حطوط مماس را امتداد می‌دهيم تا همدیگر را 
در نقطه 0 قطم کرده و خط المر زین« 00,0 رارسم می‌کنيم . سپس شعاع های(0,7و,0را بر نقاط 
تماس رسم می‌کنيم : (01 | ,11090 6و0. از آنجا که خط المرکزین محورتقارن شکل محسوب 
می‌شود از این ر و نقاط ل و12 ونقاط 8 و نسبت به محور 00 دو بدو متقارن خواهند بود. این نکته 
بدین معنی است که 4802 ذوزنقه متساوی الساقین است. برای محاط کردن دایره ای در دوزنقه 
0 ملازم و کافی است که تساوی 0 + 48 = 8€ + 41 (قضیهظ۱5) یا بدلیل 02 =8 ۸4 
تساوی 39 = 48 متفاعد شود . از این وکافی است که ثابت کنیم پاره خط 48 میانه ذوزنقه 
مز بوزبه حساب می‌اید. اگرمماس مشترک داخلی 58 رارسم کنیم آنگاه : 

DP = PNM 8 = KM CAK = 1‏ و PH‏ = 60 (قضیه۱۲) خواهد بود که به این 
معنی است که ۸ میانه ذوزنفه (14180. بوده و48 = ۶ ۸ است. بدین ترتیب می‌توان در ذوزنقه 
دایره‌ای را محاط کرد که 8۶ قط ر آن باشد. اگر = = ,0و ۷ 0,۴ را منظور کنیم آنگاه ازتساوی 
- 17 (میانه ۸ پاره خط 2 رانصف می‌کند) نتیحه می‌شود که ۾ + = رز - ۸ 


ا ها « 1 1 0 0J E:‏ 
است. از تشابه مثلث های غ ,0و۴ 0,0 به DC‏ سب یعنی س س وصول می يابیم . 


Bs R—y=r+y 


سب 1 


ازدستگاه معادلات = لا بوده و آنگاه‌شعاع دایره محاطی 
و 


RTT‏ = ل سب ] خواهد بود. 


برابر 


مثال ۸ م زاویه حاده‌ای از مثلت فائم الزاو یه 
مج و ۳ 

برابره است. | کر شعاع دایره مماس بر وتر و 

امتداد اضلاع قانمه این مثلت برابر 1 باشد در 


. آورید (شکل ۱ 


1 


حل ۾ بدلیل 6 3 +16 4 =8 4 مسئله به محاسیه پاره خط های ۸416 (ا (AOBK jI) BK» (۸40K‏ 
تحویل می‌بابد. مثلث ۸016 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم . بدلیل یه = 7.840 = a) _KOF‏ 
عنوان زوایایی که اضلاع آنها بر هم عمود هستند) چنین دار يم 40 04 )£ = 2K04‏ 
از اینرو خ ا ۴ = 1۸0 0۸ = 4 حاصل می‌شود. مثلث 80۸ را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . 
چنین داریم؛ © و = K0 F۴)‏ ے  )909-‏ = 0 < = 808 ۶ . (در اینجا ازاین 
اناد E‏ که در چهارضلعی 00 سه زاویه( » 6 و 7 قائمه بوده و از اینرو زاویه 
چهارم یعنی زاویه 201 نیز قائمه خواهد بود). آنگاه چنین خواهیم داشت: 


BK 01 tan ۶ BOK = R tan (45 ( 


سم 


AB = AK + BK = R tan $+ RU tan )45—5( ES 
RV3. ۱ ۱ 


2 ۲ 9 
2 cos سب‎ 9 (4 | 


ف 


(دراینجا فرمول ااا عن ے م غ + » «هغ بکار گرفته شده است). 


x cos ۵‏ 605 
مثال ٩‏ ۾ مثلت حادهةالزاویه 48€ با زوایای 2 = 4ے و 
8 = ۷۲۰28 20 مفروض است (شکل ۵۲). ارتفاع 
مرسوم از رس 4 توسط مرکز ارتفاعی مثلث به چه نسبتی تقسیم سس 


شکل ۵۲ 


حل ه دایره ای را بر مثلث 48€ محیط کرده وشعاع آن را با 18 (پارامتر کمکی) نشان می‌دهيم. سپس 
۳ را بر 36/عمود کرده و ازتساوی 477-20 (مثال ۸ بخش ۲رانگاه کنید) استفاده می‌کنيم که 
در آن 1 مرکز ار تفاعی است. مثلث 018 را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم .از آنجا که اندازه زاو یه 6013 با 
کمان ۸ 8 اند ازه‌گرفته می‌شود و 8C‏ = 3 بوده و زاویه 27 04 برابرنص فکمان 0 است از اینرو 


جنین د اریم ,„_KOB=LZCAB=«a‏ آنگاه » 5 11 = 07 بوده و بنابراین > 605 +21 = A4 H‏ 


خحواهد بود . طبق قانون سینوس ها 217 = وس (قضیه ۸) بوده و از اینرو ۵ AC — 2R sin‏ 


را خواهیم داشت . آنگاه از ۸407 درمی‌یابیم که AD=AC sin 408-21 sin ۵ sin‏ 


می‌شود ؟ 


بوده ودرنتبحه جنین داریم: ےه 605 2۸ = 45و 
*0۴) و HD = AD - ۵ =2R sin ۵ siu ( — 2R cos x = 2R (sin sin y~‏ 


— (B+ ))) = 2A (sin و‎ sin + cos (B + 4)) =2R (sin ۵ sin y X cos B cos ۲ 
sin PX sin y) = 2R cos B cos ¥ 


۰۳ 


بدین ترتیب تساوی زیر استنتاج می‌شود : 


AMI | 2/7 ens > __ CN 
HD 31۱ ون ۵ دمن‎ ( cos PB ous ۳ 


مثال ۱۰ هثابت کنید که اگردریک مثلث غیرمتساوی الساقین ارتفاع و میانه مرسوم از یک رأس واقع 
در درون مثلث با اضلاع جانبی آن زوایای متساوی تشکیل دهند آنگاه این مثلث» فائم الزاو به خواهد 


دود . 


حل ه دایره ای را برمشلث مفروض 46 محیط کرده, ارتفاع 8 ومیانه/۱. را امتداد می‌دهیم تا 
دایره را بترتیب در نقاط 2 و فطع کنند (شکل ۵۳). بدلیل 5-90 8 4 به0 :نا ارت 
وصول يافته و وترهای 6و ۸2۸ که .کمان ای مساوی را بین خود محصور کرده اند باهم مساوی 
خواهند بود ,ولی "۸1-90 82ے را داریم که بنابرآن90۹- 2 8ے بوده و از اینرو ۸ 8 قیلر دابره خواهد 
بود. بدلیل اینکه مرکز دایره محیطی از یک طرف روی قطر 8۸ و از طرف دیگرروی عمود مرسوم از /1. 
بر 4. قرار دارد» از اینرو خود نقطه// مرکزدایره خواهد بود. بنابراین 10- قطر دایره بوده و درنتیجه 
5 = 8€ 4ے خواهد بود. 

مشال ۱۱ و در مشلث حادة‌الزاویه 4,4 و۰ ارتفاعات آن بوده, محیط مشلث (11۸1برایر 


0 محیط مشلث 1/81 برابر9! وشعاع دایره محیط برمشلث(11 11 نیز معادل ۱.8۰10 است . 


طول )4 را محاسبه کنید (شکل ۵4). 


شکل ۵4 


حل وقبل از هرچیزی ثابت می‌کنیم که مشلث های ۸0 و82 ۸ متشابه هستند. درحقیقت 
مثلث های 62 4ے و قائم الزاویه بوده و هردو درزآو به حاده 3 مشترک هستند , از اینرو آنها باهم 


متشابه بوده ودرنتیجه ۸= خواهد بود. آنگاه در مشلث های 48€ و1782 با زاویۂ مشترک فا 


31 


اضلاع این زاویه متناسب بوده و درنتیحه مثلث های مز بور متشابه خواهند بود . حال از این نکته استفاده 
می‌کنیم که در مثلث های متشابه» نسبت محیط ها و نسبت شعاع های دایره های محیطی با نسبت تشابه 
آنها برایر است . طبق فرض 6۳1 35وی ط و مهن ے و ور رد ] بوده و از اینرو نسبت تشابه برابر < خواهد 
بود. بدلیل اینکه شعاع دایره محیط بر مثلث 1732 برابر ٥:۳‏ 1.8است ار ایرو درن یام که شام داه 
مر کر 0 . گر را مرکز دایره محیط بر مثلث 18€ و 0را 
عمود بر ۸6 در نظر بگیریم آنگاه 1913-201 (به قضیه ۸ بخش ۲ مراجعه کند) را بود . ولی 
7 قطر دایره محیط بر مثلث 1182 (بدلیل اینکه زاویه 804 برای 90۴ است) بوده و از ایینرو 
2123.۳0 و درنتیحه 6۳0 1.8 = 02 خواهد بود. حال درمثلث قائم الزاوبه 40 دوضلع یعنی 
3= 40 (شعاع دایره محیطی ) و0 3 () مب 0 معلوم است . 


سے 1 9 
انگاه ور = (2)-9 ۲ ٥‏ ودرنتہحه 00 48 = AC‏ خواهد بود . 


سائل 

۱ دایره‌ها 
۱ و دو دایره در نقطه 4 فک کاس ار بووه وع خط مماس مشترک آنهاست. ثابت 
کنید که :90 == 0 2۸ 
۲ م دو دایره در نقاط 1ء و 8 متقاطع هستند. خط 1 دایره‌ها را در نقاط ٥‏ 0 7 و0 قطع می‌کند . 
نقاط اء و 8 در طرفین این خط قرار دارند. ثابت کنید که مجموع زوایای DBE‏ و CAM‏ رار 180° 
است. 
۳ ه دو دایره همدیگر را در تقاط 1ء و ظ قطع می‌کنند. دو خط با و :ا موازی بود از نقطه 4 عبور 
کرده و دایره‌ها را در نقاط £ و ۸ قطع می‌کند. خط و1 نیز از نقطه 2 عبور کرده ودایره‌ها را در و ۲ 
قطع می‌کند . ثابت کنید چهارضلعی ۲ ۸1 :/ متوازی الاضلاع است . 
۶ و بر دایره‌ای به مرکز 0 از نقطه/ دو خط مماس ۸/۸ و 118 رارسم می‌کنيم. خط مستقیم 1 بر 
دایره در نقطه 6 مماس شده و 10.4 و18 را بترتیب در نقاط 2 و2 قطع می‌کند. ثابت کنید که: (3) 
محیط مثلث 121 از انتخاب نقطه ٥‏ مستقل است ؛ (ظ) اندازه زاویه 20 به انتخاب نقطه € واسته 
۵م قاط 4 08 Dj‏ دایره ای رابه نسبت 1:3:5:6 تقسیم می‌کنند, زاویه بین مماس های 
مرسوم بر دایره در نقاط 4 UCB.‏ و2 راپیدا کنید. 
٩‏ هدودایره مساوی با یک دایره دوبدومماس هستند. شعاع دایره سوم برابر دوه 8 است. طول خحط 
واصل نقاط تماس دایره سوم با دو دایره مساوی برابر » 32 است. شعاع دایره‌های مساوی را بیابید. 
۷ هو وتر مشترک دودایره متقاطع به طول » نقش یک ضلع شش ضلعی منتظم محاط دریکی از 


1۵ 


دایره‌ها ونیزنقش یک ضلع مربع محاط دردایره دیگررا ایفاء می‌کند . طول حط المرکزین دودایره را 
بدست آورید. 

۸ م دودایره با شعاع های 7 و۴ برهم مماس خارجی هستند . طول مماس مشترک خارحی آنها را 
بدست آورید. 

۹ و دودایره با شعاع ٣‏ و۸ برهم مماس خارجی هستند. خط دایره‌ها را در نقاط 8.4 6 و با 
شرط ظ0- 86 + قطع می‌کند. طول 42 را پیدا کنید. 

۰ هو دودایره که نسبت شعاع های آنها 1:3 است بر هم مماس خارجی بوده وطول مماس مشترک 
خارحی آنها برابرتت» 3 6۷ است. محیط شکل حاصل ازمماسهای خارحی وکمان‌های واقع در خارج 
مماس ها را بدست اورید. 

۹ ه از نقطه ای قاطعی را بر دایره ای رسم می‌کنيم که طول آن۵» 48است. ازهمین نقطه مماسی بر 
دایره رسم می‌کنيم که طول آنچبرابر طولی از خط قاطع است که در داخل دایره قرار دارد. اگرفاصله 
قاطع از مرکز دایره ده 24 باشد در آنصورت شعاع دایره زا پیدا کنید . 

۲ ه مماس مشترک دودایره مماس خارحی با خط المرکزین دایره‌ها زاویه ای برابر» درست 
می‌کند. نسبت شعاع های دود ایره را پیدا کنید . 

۳ م از نمطه 4 واقع در خارج دایره ای به مرکز 0 دو قاطع 48€ و 1/46 4 رارسم می‌کنيم . نقاط 8 و 
7 محل تلافی قاطع ها ودایره ازدونقطه دیگرمحل تلاقی آنها به نقطه 4 نزدیکتراند. اگر 
= ۰۶2040 ۵ 62اب 28 C0‏ بوده وقاطع ۶ 11. 4 ازت رکه وا یره گنرد در انستورنت 26 را 
پیابید . 

4 هدودایره همدیگر را درنقاط 4 و2 قطع کرده‌اند. از نقطه 4 دوپاره عط 46 و42 رارسم 
می‌کنيم که هریک ازآنها وتری ازیک دایره بوده و بر دایره دیگر نیز مماس هستند. ثابت کنید که: 
AC*.BD = 2‏ 

۵ مه دردایره‌ای به شعاع ٩‏ » دو وتر 48 و 02 برهم عمود هستند. . ثابت کنید. که: ادج زب 4C‏ 
٩‏ هم ثابت کنید که مجموع مربعات فواصل نقطه ۱4 واقع برروی قطریک دایره ازنقاط انتهایی تمام 
وترهای موازی با آن قطر در دایره» یک مقدارثابت است. 

۷ هو دو دايره در نقطه 0 زیا رسای غارس بوده و 48 یواست ار 
5 = و و هه 5 عد BC‏ باشد شعاع دایره‌ها را بیابید. 

۸ و دو دایره با شعاع های ۶ و گ بر هم مماس خارجی هستند. از مرکز دایره کوجکتر پارهجطی به 
طول 2۴ و با زاو یه 30° با خط المرکزین رسم می‌کنیم . طول قسمتهایی از این پاره نحط را بيابید که‌در حارج 
دودایره قراردارند. 


۹ م دو دایره با شعاع های » و9( > »)بر هم مماس داخلی بوده ومرکز دایره بزرگتر در خارج دایره 


۰1 


:5 2 ی 
کوچکتر قرار دارد. وتر 18 از دایره بزرگتر بر دایره کوچکتر مماس بوده وبا مماس مشترک آنها زاویه » 
درست می‌کند. AB‏ را بيا بيد 


۲ ه مثلث های محاطی ومحیطی 
۰ وروی اضلاع 48 و 40 از مشلث متساوی الاضلاع 0 نقاط ۸ و × راطوری انتخاب 
کرده ایم که2:4 = 1:18 4و1:2 = 4۸:۸٥‏ است, ثابت کنید که پاره خط 1 با شعاع دایره 
محیط بر مثلث 48٤٥‏ برابر است. 
۱ هو دایره‌ای را بر مثلث ۸86 (86 = 48) محیط کرده‌ايم . امتداد نیمسازهای زوایای ۸ و ۵ 
دور در تقاط و2 و هدیکرا رة قطع می‌کنند. ثابت کنید که چهارضلمی 8162 یک لوزی 
اتسار 
۲ و درمثلت 48٤€‏ » 42 و 68 نیمساززوایا هستند. دایره محیط بر مثلث 22 ازمرکز دایره 
محاط در مثلث ۸86 می‌گذرد. ثابت کنید که:*۵0 = ۸6 
۳ ه ثابت کنید که مرکز محاط دریک مثلث در درون مثلث تشکیل شده بوسیله خطوط واصل 
میانگاه‌های اضلاع قرار دارد. 
6 هو خط مستقیم 1 بردایره محیطی مثلث 420 درنقطه 0 مماس است. ثابت کنید که مر بع 
ارتفاع 613 ازمثلث ۸0 با حاصلضرب فواصل نقاط 4 و2 از خط ! برابر است. 
۵ م اگردر متلشی مراکز دایرههای محاطی ومحیطی نسبت به یکی از اضلاع آن متقارن باشد 
زوایای مثلث را بدست اورید. 
۹ ه قاعده مثلث متساوی الساقینی برابر 2 و ارتفاع آن برابر ۸ است. بردایره محاطی مثلث خطی را 
به موازات قاعده مماس می‌کنيم . طولی از این پاره خط را که بین دوساق مثلث قراردارد بدست آورید. 
۷ ه در مثلث قائم الزاویه ای, نقطه تماس دایره محاطی وت رآن را به پاره خط هایی به طول 0۳0 24 و 
مه 36 تقسیم می‌کند . طول اضلاع زاویه قائمه را بدست آورید. 
۸ هو در مثلث قائم الزاویه ای طول یک ضلع زاویه برابره 8 و طول تصویرضلع دیگربرروی وتر 
معادل c٣‏ 2 است . محیط دایره محاطی مثلث را بدست آورید. 
۹ هو در مشلث قائم الزاویه ای با اضلاع زاویه قائمه با طول های 070 18و" 24فاصله بین مراکز 
دایره‌های محاطی ومحیطی را بدست اورید. 
۰ هدر متلث متساوی الساقینی ارتفاع وارد بر قاعده برابر دوسوم شعاع دایره محیطی است. اندازه 
زاو یه های محاور به قاعده را محاسبه کنید. 
۱ هو در مثلشی با دوضلع به طول های » و ۵ که اندازه زاویه بین آنها برابر ۲ است شعاع دایره محیطی 


را بدست اورید. 


4۷ 


۲ هھ در مثلث متساوی الساقینی طول قاعده براب رط وزاویه های محاوربه قاعده برابره هستند. بر 
دایره محاطی مثلث مماسی را به موازات قاعده رسم می‌کنيم . طول قطعه ای از این پاره خط را که بین دو 
ساق مثلث واقع است محاسبه کنید. 

۳ و در مثلث متساوی الساقینی نسبت شعاع های دایره‌های محاطی ومحیطی برابر ۸ است. 
زاویه‌های مثلث را بدست آورید . 

۱46 و ثابت کنید نامساوی زیر که در آن 7 شعاع دایره محاطی و ۶ ارتفاع وارد بر وتر است در مورد هر 
مثلث قائم الزاویه برقرار است: 0.5 > -2 > 0.4 

۵ هثابت کنبد که دایره محیطی یک مثلث با دایره مار بر دورس ومرکز ارتفاعی مثلث برابر است. 

۱:1 و مثلث متساوی الاضلاع 0 دردایره ای محاط شده است . روی کمان 80 نقطه دلخواه ]1 
را احتیار کرده و وترهای ۸ ۸۲۰۸ 3 و ار رارسم می‌کنيم . تساو ی 6۱7 + .2 = 41 راثایت کنید. 
۷ هثابت کنید که مجموع مربعات فواصل نقطه دلخواه ازدایره ای تا رئوس یک مثلث 
متساوی الاضلاع محاط در این دایره مقدارثابتی است که مستقل از موقعیت نقطه است. 

۸ و مثلث متساوی السافین 8٤(‏ = 48) را دردایره‌ای محاط کرده‌ایم. روی کمان AB‏ 
نقطه دلخواه ۸ را اختیار کرده و آن را بوسیله وترهایی به رئوس مثلث وصل می‌کنیم . تساوی زیر را 
ثابت کنید .۸:8 — دور = 41:۰2:0 

٩‏ هدر مثلث حادة الزاویه ای با اضلاع »» ۵ و از مرکز دایره محیطی بر اضلاع آن عمودهایی رارسم 
می‌کنيم . طول این عمودها بترتیب برابر ٣)٣‏ وم است. ثابت کنید که: ملد س ےہ ۳ 

۰ و ثابت کنید که پای عمودهای مرسوم از نقطه دلخواهی روی دایره محیطی یک مثلث بر اضلاع 
یا امتداد اضلاع آن روی یک خط مستفیم قراردارد. 

۱ ه در مثلثی» » وه طول دوضلع از آن و ۸ طول نیمساززاویه بین این دوضلع است. نیمساز مز بور 
ضلع سوم را به پاره خط هایی با طول های » و"تقسیم می‌کند. ثابت کنی دکه در این مثلث 'ط "ه -.۰۸ < *1 


است . 

۲ هو شعاع دایره محیطی یک مثلث را به یکی از رئوس مثلث وصل می‌کنيم . ثابت کنید این خط بر 
خطی عمود است که پای عمودهای مرسوم از دورأس دیگر را بهم وصل می‌کند. 

۳ ه دایره ای را بر مثلث 480 محیط کرده‌ايم . از نقطه 8 مماسی بردایره رسم می‌کنيم و این 
مماس ضلع 0 راد نقطه 0 واقع در بیرون نقطه 4 قطع می‌کند. اگر 41-۸6 +48 و 60 و 
۳ 6 4 2 باشد محیط مثلث را محاسبه کنید , 

٤‏ ه مثلث متساوی الاضلاع ABC‏ را دردایره ای به شعاع ۸ محاط کرده‌ايم. وتر 0 .ضلع 0 را 
در نقطه 2 طوری قطع می‌کند که تناسب 2:3 =: 8:08 4 برقرار می‌شود. طول 02 را پیدا کنید. 

۵ ه در ذوزنقه 41800 » نیمساززاویه 4 قاعده 86 یا امتداد آن) را در نقطه ۸ قطع می‌کند . دایره 


۸ 


محاطی مثلث 4 برضلع 48 درنقطه ۸1 وبرضلع 88 درنقطه 8 مماس است. اگرد = 18:11۲ 
باشد در آنصورت زاویه 0 راپیدا کنید. 

٩‏ و در مثلث قائم الزاویه ای دایره‌ای را محاط کرده‌ایم. نقطه تماس دایره با وتر مثلث آن را به دو 
قطعه تقسیم می‌کند که نسبت آنها برابر(! < ۸) ۸ است. زاویه‌های مثلث را بدست آورید. 

۷ اگر در مثلث متساوی السافینی مرکز ارتفاعی مثلث ر وی دایره محاطی قرارداشته باشد زاو یه 
محاور به قاعده را بیابید. 


۳ ه ترتیب های گونا گون ازدایره ومنلث 
۸ و باره عط های 42 » .2 و 08 میانه‌های مثلث 48٤0‏ هستند. دایره محیطی مثلث 2/0 از 
گرانیگاه مغلث 8٥‏ ۸ عبور می‌کند . ثابت کنید که: ۲6۶ ۶ = ]۱ ۸ و 2۳۸ = 1 ۲ 
۹ ه نیمدایره ای داخل مشلث قائم الزاویه ای طوری محاط شده است که قطر آن ر وی وتر مثلث قرار 
گرفته و مرکز دایره وتر مثلث را به دوقطعه به طول های ده 15 و« 20 تقسیم کرده است . شعاع نیمدایره 
را بیابید. 
۰ هو دایره‌ای ازرأس 4 مثلت قائم الزاویه 48٤‏ عبور کرده وبرضلم قائمه 20 مماس می‌شود. 
مرک زآن نیزر وی وتر ۸8 ازمثلث قرارمی‌گیرد. اگرء = 8 4 و = 86 باشد شعاع دایره را بیابید. 
۱ هم ضلع 80 از مثلث قائم الزاویه 480 را به عنوان قطردایره ای درنظرمی‌گیریم. ین دایره وتر 
4۸ از مثلث را درنقطه0 طوری قطع می‌کند که 3:1 0:68 4 باشد. اگر ارتفاع وارد بر وتر مذلث 
برایر0 3 باشد اضلاع مثلث 80 ۸ را بیابید . 
۲ هو دوضلم از مثلثی برابر ۾ وط بوده وزاویه بین انها برابر 120 است . شعاع دایره مار بر انتهای ضلع 
سوم و مرکزد ایره محاطی مثلث را پيابید. 
۳ و دایره ای از رئوس 4. و8 مخلث ۸8€ عبور کرده و برضلع 0 در نقطه 8 مماس می‌شود. ضلع 
0 پوسیله دایره به دوقطعه 4۸1 و 410 طوری تقسیم می‌شود که 86 + ۸/6 -/۹ 4 درمی‌آید. اگر 
مه 4 = 40 باشد در آنصورت 890 را بیابید. 
4 وضلع 48 از مثلث 86 4 قطر دایره ای محسوب می‌شود که ضلع 0 را در نقطه 2 قطع می‌کند. 
اکر د کو و 806 = 48 اشد فر ارت 46 رابات 
۵ م ضاع 48 از مثلث ۸86 قطردایره ای محسوب می‌شود که ضلع ۵ 4 رادرنقطه 2 وضلع 8€ 
را در نقطه 4 قطع می‌کند. | گر«ء48=3 , ۹:4 = 40:0٥‏ و 1:2 > 88:8٥‏ باشد آنگاه 46 و 86 را 
بدست اورید. 
۰ و پاره‌عط 20 ارتفاعی از مثلث 480 و 9۶ میانه مثلث 8٤2‏ است. دایره محاط درمثلث 
۶ برضلع 84 درنقطه ۸ وبرضلع 28 درنقطه/2 مماس است. اگر هه 6-8 - ۸ و 


1۹ 


cm‏ 2 ب- ۸11 باشد زوایای مثلث مفروض را بدست آورید. 

۷ ه در مثلث 486 ارتفاع 4۵ ودایره‌ای به شعاع ۸ ومرکز ۸ رسم می‌کنيم. اگر 8-8 
20-۵ و 20-۷ باشد طول کمانی از اين دایره را پیدا کنید که در داخل مثلث قرار دارد. 

۸ هثابت کنید که شعاع دایره مماس بر وتر مثلث قائم الزاویه و امتدادهای اضلاع آن با مجموع 
طول های وتر وشعاع دایره محاطی مثلث برابر است . 

۵۹ ه نیمسازهای 42 و 0۸ ازمغلث 48٥‏ درنقطه ن همدیگر را قطع کرده اند واه 20 است . 
اگر نقطه ‏ روی دایره محیطی مثلث ۸0 قرارداشته باشد زوایا وطول دوضلع دیگر مثلث 620 را 
بدست اورید . 

۰ و دایره ای بر اضلاع 0 و86 مثلث 480 مماس بوده ومرک زآن روی 48 قراردارد. اگر 
A4C= 48cm, BC =140cm‏ و 010 148 48 باشد آنگاه شعاع دایره مز بور را بدست آورید . 

۱ و در مشلث 480 » نقطه ظ میانگاه 6 4 و میانگاهضلع 8٥‏ اتا اک 
۶ وم از گرانیگاه مغلث 80 عبورمی‌کند. اگر » 48 باشد آنگاه طول میانه :6 را بدست آورید. 
۲ مھ اگر در مثلث 48€ » راس ٥‏ : گرانیگاه ٩1‏ ومیانگاه‌های اضلاع 0 و 36 روی یک دايره 
واقع باشند طول اضلاع »)۵ و » را بیابید. . 

۳ و در مثلث متساوی الساقین 486 که اندازه زاو یه 8 در آن برابر 120° است نیمدایره ای به شعاع 
مه (21 3+۱ 3۷) با مرکز واقع بر روی 40 محاط شده است. بر نیمدایره مماسی رسم شده است که 
ساق های 48 و 80 مثلث را بترتیب در نقاط D2‏ و £ قطع می‌کند . اگرمته 7 2-2۷ 9 باشد 89 و 8 
را بدست اورید. 

۶ و در مثلت 86 4ہ طول سه ضلع بصورت ۰۳0 0239 =8 4 » 30077 4€ معلوم است . در این 
مثلث ارتفاعات ۸2 و88 زارسم کرده‌ايم. شعاع دایره ای را پیدا کنید که از نقاط و :1 عبور کرده و 
برضلع 86 مماس باشد. 

۷۵ و در مثلث 48٤‏ » ارتفاعات هم وغ رارسم کرده‌ايم. دایره ای بر مثلث £ BD‏ محیط شده 
است. اگر ‏ < 46 و 2۸868 باشد آنگاه طول کمانی از این دایره را پیدا کنید که دردر ون مثلث 
6 فراردارد. 


٤‏ ه دابره وچهارضلعی 
۱ رم 
۱۷۹ م ثابت کنبد اگرذوزنقه ای دارای یک دایره محیطی ویک دایره محاطی باشد انگاه ارتفاع 
ذوزنقه یک واسطه هندسی بین قاعده‌های آن است. 
۷ و قاعده‌های ذوزنقه متساوی الساقینی برابر«» 21 و دس 9و ارتفاع آن برایر 10ء 8 است. شعاع دایره 


محیطو آن را بدست آورید. 


۸ ه قاعده‌های ذوزنقه متساوی الساقینی برابره وه و اندازه زاو به‌های حاده آن برابر» است. شعاع 
دایره محیطی ذوزنقه را پیدا کنید. 

۱۷۹ ۾ دورس مربعی روی دایره‌ای به شعاع ۸ و دوضلع دیگ رآن نیزروی نحط مماس براین دایره 
قرار دارند. طول ضلع مر بع رابدست آورید. 

۰ م اندازه زاویه های حاده لوژی 80 ۸4 برابر » است. نسبت شعاع دایره محاطی لوزی به شعاع 
دايره محاطی مثلث 480 را پیدا کنید. 

1 مه ذوزنفه متساوی الساقینی بردایره ای محیط شده است. ا گر نسبت ساق ذوزنقه برقاعده 
کوچکتر آن برابر ۴ باشد زوایای ذوزنقة را بدست آورید. 

۲ هو بر ذوزنقه ای با زوایای حاده » و 8 دایره ای محیط شده است. نسبت محیط ذوزنقه بر محبط 
دایره را پیابید . 

۳ هو (3) قضیه بطلمیوس را ثابت کنید: شرط لازم و کافی برای محاط شدن یک چهارضلعی 
محدب دریک دایره این است که مجموع حاصلضرب های اضلاع متقابل با حاصلضرب قطرها برابر 
باشد؛ به عبارت دیگر گر طول اضلاع متقابل یک چهارضلعی محاط در دایره ای برابر » وط؛ » و٣‏ وده 
و طول قطرهای آن,4 وه4باشد آنگا ہ۵۵ =+ ۵هخواهد بود . (۵) با استفاده از قضیه بطلمیوس گزاره 
مسئله ,146 رائابت کنید. 

۱۸ ه دریک مثلث حادة الزاویه هر ارتفاعی را در قطعه ای از آن ضرب می‌کنيم که بین مرکز ارتفاعی و 
رأس مثلث واقع است. سپس درمورد هرسه ارتفاع مجموع این حاصلضرب ها را بدست می‌آوريم, ثابت 
کنید این حاصلجمع با نصف مجموع مربعات اضلاع برابر است. 

۵ وروی وتر مثلث قائم الزاویه ای مربعی درخارج مثلث می‌سازيم ووتریکی از اضلاع آن 
محسوب می‌شود. مرکز مربع را به رس قائمه مثلث وصل می‌کنيم . اگر طول اضلاع زاو یه قائمه مثلث 
cm‏ دوه 8 باشد خط مز بور وتر را به چه قطعاتی تفسیم می‌کند؟ 

۰ هو دایره‌ای بر دوضلع مجاورمربعی مماس شده و هریک ازدوضلع دیگرمربع را به قطعاتی به 
طول هایص»› 2و 23 تقسیم می‌کند . شعاع دایره را پیدا کنید. 

۷ و در لوزی 401 با ضلع ۹ 4 وبازاویه 842 مساوی 60 دایره‌ای محاط شده است. مماس 
مرسوم بر این دایره ضلع 48 را در نقطه ۸۱ وضلع ۸ را در نقطه ۸ قطع می‌کند. | گر 1/82 باشد 
2 و ررم را بدست آورید. 

۸ هنسبت شعاع دایره محیطی ذوزنقه ای به شعاع دایره محاطی آن برابر ۸ است. زاویه حادۀ ذوزنقه 
را بدست اورید. 

۹ ه بر جهارضلمی 4802 که اقطار آنها در نقطه £ بر هم عمود هستند دایره ای را محیط می‌کنيم . 
خط عمود بر 48 ازنقطه8 ضلم 07 رادرنقطه۸4 قطع می‌کند. اگرمته ۵-۸ »۸-3 و 


۵١ 


= 08 2 باشد !نا را بدست آورید. 


۱۹۰ ه در در ول دایرهای چهارضلعی 0 4 رامحاط می‌کنیم که اقطا رآ بر هم عمود بوده و در نقداه 
2 همدیگررا قطع می‌کنند . حط مار از نقطه £ ومیانگاه ضلع ٥7‏ ءضلع 48 را در نقطه 11 قطع می‌کند . 

گرد ة = ADB =.ag ED 2۵۰0۲: BE‏ باشد 118 ابدست آورید.. 

ی امن E‏ ضلع 48 برابر 2 3 ضلع 20 برابر 7 2 وضلع ظ6 برابر 

د ۵است . می‌دانیم که زاویه 048 E‏ ر 2رر داو و 


03 
تج 20 cos‏ است . دایره‌ای با مرکز 0 براضلاع BC‏ ۰ و 4 مماس است: طول 


پار خط 0٥‏ راپیدا کنید, 


مسائل گونا گون 
۲ ه از نقطه 6 دومماس 0۸ و ٥8‏ را که زاویه بین آنها "نا است رسم می‌کنیم . در در ون مثلث 
خمیده‌ای که با این دو مماس و کمان کوحک 48 تشکیل می‌شود دایره ای را محاط می‌کنيم , ثابت 
کنید که طول این کمان با محیط دایره محاطی برابر است. 
۱۹۳ و یک مستطیل با طول وعرض ۵ 48 وء 36 بوسیله قطر به دو مثلث تقسیم می‌شود , درهریک از 
این مثلث ها دایره ای را محاط می‌کنیم . فاصله بین مرا کز این دودایره را بدست آورید. 
٤‏ و دو دایره با شعاعهای وه قاوعه 9 بر هم مماس خارجی هستند. شعاع دایره محاط درداخل 
مثلث خمیده‌ای که با کمان‌هایی از دودایره مز بور ومماس مشترک خارحی آنها بوجود می‌آید بدست 
آورید. 
۵ هھ وتری به طول 0 6 دایره ای را به دوقسمت تقسیم می‌کند. مربعی با ضلع د::» 2را در داخل قطعه 
کوچکتر محاط می‌کنيم. شعاع دایره را پیابید. 
۰ ه دودایره با شعاع ۸ طوری مرتب شده‌اند که خط المرکزین آنها برابر 2 است. مربعی درقسمت 
مشترک دودایره محاط شده است. طول ضلع مربع را بدست آورید. 
۷ مه در داخل قطاع دایره ای با زاویه مرکزی 22 دایره ای محاط شده است . نسبت شعاع دایره محاطی 
برشعاع فطاع را پیاپید. 
۸ م در داخل قطاع 408 ازدایره ای با شعاع ۴ وزاویه مرکزی » مثلث متساوی الاضلاعی را 
محاط کرده ایم . یکی ازرئوس این مثلث برمیانگاه کمان 48 قراردارد ودورأس دیگ رآن نیزروی 
شعاعهای 0۸ و 08 واقع است. طول ضلع مثلث را بدست آورید. 
۹ ه کمانی ازدایره ای به شعاع ۸۴ به زاو یه مرکزی 20 (چ > ع) نگاه می‌کند. وتر این کمان دایره را 
به دوقسمت تقسیم می‌کند. در قسمت کوچکتر مر بعی را محاط می‌کنيم. طول ضاع مربع را بدست 


آورپد ۰ 


۵۲ 


۲۰۰ م کمانی از دایره ای به شعاع ۸ به زاویه مرکزی »2 ( ج < ») نگاه می‌کند. وتر این کمان دایره 
مز بور را به دوقسمت تقسیم می‌کند. در داخل قسمت کوجکتر مثلث متساوی الاضلاعی را طوری محاط 
کرده‌ایم که یک رأس آن بر ميانگاه کمان ودورأس‌دیگررزوی وتر همین قطعه واقع شده است .طول ضلع 
مثلث راییایید. 

۱ و کمانی ازدایره ای به شعاع ۸ به زاویه مرکزی »2 ( 3 > ») نگاه می‌کند. وتر ای نکمان د ایره 
را به دو قطعه تقسیم می‌کند. در قطعه بزرگتر مثلث متساوی الاضلاعی راطوری محاط کرده‌ايم که یک 
رس آن برمیانگاه وترودورأس دیگرروی کمان واقع است. طول ضلع مثلث را بدست آورید. 

۲ ودایره ای به شعاع » درداخل مثلث متساوی الساقینی محاط شده است. دایره ای به شعاع ۵ رابر 
ساق های مثلث ودایره محاطی مماس کرده ایم , قاعده مثلث را بیابید . 

۳ م نقطه 2 روی پاره خط 4٩‏ با طول 0 12 طوری انتخاب شده است که 240۳ 18 است . روی 
AC‏ و 42 به عنوان قطر دو دایره» دایره‌هایی را رسم کرده‌ایم . شعاع دایره مماس بر این دودایره و 
پاره عط ‏ !. را بیابید. 

4 ۰ و قاعده مثلث متساوی الساقینی برابر ۵ وزاویه محاورقاعده نیز برابر » است. دایره‌ای را در این 
مثلث محاط می‌کنيم . دایره ای را نیز بر این دایره ودوساق مثلث مماس رسم می‌کنيم . شعاع دایره دوم را 
۵ و دردایره‌ای با شماع ۸ ومرکنز 0 دوشعاع 04 و 08 راطوری رسم می‌کنیم که 
<a < 7)‏ 3( س 8ے باشد. شعاع دایره ای را پیدا کنید که بر کمان AB‏ ازقطاع «O4B‏ 
وتر 48 ونیمساززاویه 408 مماس است. 

» ه دودایره مساوی با شعاع » طوری در کنار هم قرار گرفته اند که طول خط المرکزین آنها برابر‎ ٩ 
است . مقطع این دودایره با خط المرکزین به دومثلث خمیده تقسیم می‌شود. دریکی از این مثلث ها‎ 
دایره ای را محاط می‌کنيم . طول پاره خطی را پیدا کنید که نقاط تماس دایره محاطی ودودایره مفروض‎ 
را بهم وصل می‌کند.‎ 

۷ م از نقطه 4 مماس 4۸ را به دایره ای به شعاع 7 دوبا مرکز 0 رسم می‌کنيم . پاره خط 0۸ دایره 
را در نقطه 11 قطع می‌کند وبا حط مماس زاویه 60° می‌سازد. شعاع دایره محاط درمثلث خمیده 11۸24 
را پیابید. 

۸ هو دایره ای به م رکز 0 وشعاع ۲ < ») مفروض است. ازنقطه 4 واقع درفاصله » ازم رکز دایره 
فاطعی را بر این دایره رسم می‌کنيم . این قاطع با قاطع 40 زاویه 60 می‌سازد ودایره را در نقاط × و ۶ 
قطع می‌کند (نقطه ۸ بین 4 و ۶ قرار می‌گیرد). اگر ۸6 نقطه تلاقی دایره وپاره حط 40 باشد قطاع دایره 
محاط در مثلث خمیده K4‏ 1 را پیدا کنید. 


a۴ 


۹ هو طول قاعده مثلث متساوی الساقینی برابره وزاویه مجاور به قاعده آن برابر» است. دایره ای را 
در این مثلث محاط می‌کنيم. دايرة دیگری نیز بر این دایره» قاعده ویک ساق آن مماس می‌شود. شعاع 
دایره دوم را بیابید. 

۰ و دایره ای را برمثلث متساوی الساقینی محاط کنیم که طول قاعده آن ط وزاو یه محاور به قاعده 
آن برابر » است. دایره دیگری را بر این دایره وساق های مثلث محاط می‌کنيم. شعاع دایره دوم را بدست 
اورید . 

۳۱ م در درون قطعه ای از دایره ای با شعاع ۸ وزاویه مرکزی >( > )دودایره مماس برهم مساوی 
را محاط کرده‌ايم. شعاع آنها را بیابید. 

۲ هنقاط (» ۸ و۸ بترتیب روی اضلاع 48 ۰ و 46 ازمثلث ۸80 قراردارند. ثابت کنید 
که دایره‌های محیطی مثلث های 11 ۸۵ ۸ 2 و 61:17 دریک نقطه متقارب هستند . 

۳ هو ازنقطه » دومماس 40 و 80 را بردایره‌ای به شعاع ۰7 12وبا مرکز 0 رسم می‌کنيم. در 
مثلث ۸80 دایره‌ای را با مرکز ,0 محاط می‌کنيم . این دایره بر اضلاع ۸6 و 86 درنقاط × و 17 
مماس می‌شود. اگرفاصله:0 تا خط مستقیم £۸۲ برابره»3 باشد آنگاه زاویه 40۸8 را بيابید. 

4 از مرکز 0 دایره‌ای به‌شعاع دوشعاع 4 و 08 را باشرط 2۸08 (2 > ») رسم 
می‌کنیم . دایره با وتر ۸42 به دو قطعه تفسیم می‌شود . درداخل قطعه کوچکتر مثلث متساوی الاضلاعی 
را محاط می‌کنيم بطوریکه یکی از اضلاع آن بر وتر 42 عمود شود . طول ضلع مثلث را محاسبه کنید . 
۵ هو دردایره ای به شعاع ۲ قطر 48 ووتر 6 ۸ را رسم می‌کنيم . در داخل مثلث خمیده حاصل با 
ترسیمات فوق» دایره ای را محاط می‌کنيم . اگر » = 20۸ باشد شعاع این دایره را بیابید. 

۳ (a < < ه دردایره ای به مرکز 0 شعاع 0۸1 ووتر 162 درنقطه 4 متقاطع بوده و(‎ ٩ 
04 < » است. درداخل مثلث خمیده حاصل بطریق فوق دایره‌ای را محاط می‌کنیم. اگر ۲= 011 و‎ 
باشد شعاع این دایره را بیابید.‎ 

۷ ه از نقطه 4 واقع برروی دایره‌ای به شعاع ۳ دووتر 48 و ۸6 وقطر 42 رارسم می‌کنيم. اگر 
= 4 ۵ = 48 و 4. < 48 باشد آنگاه شعاع دایره مماس بر کمان 80 ووترهای 4۸ و 
و ۸6 راپیدا کنید. 

۸ هروی یک ضلع زاویه ای به اندازه » دونقطه مفروض است که فاصله هریک از آنها ازضلع 
دیگرزاویه برابر ۵ وه (» > )است. شعاع دایره مار از این دونقطه ومماس برضلع دیگرزاوبه را پیدا 
۹ م اندازه زاویه 402 برابر » است. دایره ای برضلع ۸0 درنقطه 6 مماس بوده وضلع 08 رادر 
نقاط 2 و قطع می‌کند. اگر OC =a‏ و a@OD=b‏ > ۵ باشد آنگاه £ و وشعاع دایره را پیدا کنید. 


۵ 


بخش ٤‏ ه مساحت های اشکال مسطحه 
مثال ۱ ه نقطه ۸1 مرکز ارتفاعی مثلث 0 1- است. نقطه ۸ رار وی خط مستقیم 6 طوری انتخاب 
می‌کنيم که 48۸ یک مثلث قائم الزاو یه باشد. ثابت کنید که مساحت مثلث 8۸ 44 واسطه هندسی 
بین مساحت های مثلث های 48٥‏ و 481 است (شکل ۵۵). 


۵ 


شکل ده ک4 


B D ۸‏ 
بت عم 
حل هونمادهای ٩‏ = پرور ٩ ٩‏ = ووی گ و رگ = بو رگ را در نظرمی‌گبريم. آنگاه داریم : 
4B.CD«S = 3 ۵‏ 3= وگو 42۰ =k‏ وگ . 
بایستی وگ /1 = ک یعنی رابطه‌های زیر را ثابت کنیم. 


4B.CD. + AB.HD (1)‏ + 4 42۰ 3 
)2( 0 << ۶[ 
مثلث 48۸ قائم الزاویه بوده و بنابرآن ۸42 ۰ BD.‏ ی او . بدین ترتیب تساوی (2) 
وقتی برقرار می‌شود کہ 60۰1227 = 810۰۸1 یا کک ے کڈ ثابت شود. تساوی آخر بوضوح از 


تشابه مثلث های 8٥02‏ 177۸ (در این مثلٹ هاء ا BCD‏ و 274 به علت تعامد اضلاع آنها 
بریکدیگر براساس ارتفاع بودن ۲ 4 برابر‌هستند) استنتاج می‌شود . از اینر وتساوی(2) و نیز تساوی (1) 
اثبات می‌گردد . 
مثال ۲ ۾ درمثلئی میانه های م17 77 وم 77معلوم هستند مساحت آن را محاسبه کنید . 
حل قبل از هر چیزه و رگ << 0 ک را مورد ملاحظه قراردهید (شکل .)۵٦‏ درحقیقت این 
مثلث ها دارای قاعده مشترک 46 بوده و از اینرونسبت مساحت های آنها با نسبت 0 و 
7 برابر خواهد بود (قضیه ۱۸). از تشابه مثلث های 11۸و 9212 تناسب های گگگ ے کیا و 
3 = 11:8 (قضیه ۳) استنتاج می‌شوند. بدین ترتیب مساحت مطلوب ٩‏ از 5 
حواهد بو . مثلث 476 (شکل را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . درمورد دوضلع آن م2 = 7 ۸4 
= 1/0 بوده ومیانه و0 < ج = 2 معلوم است (قضیه ۳ مجدداً بکار گرفته شده است). 
پاره خط رت را مساو E‏ ده و ۶ را به 4 و6 وصل می‌کنيم تا متوازی الاضلاع4 70 بدست 


۵۵ 


آید . چنیس استنتاج می‌شود : م م مر 5 ج در رر ۵ > .S A‏ 
سه ضلع یعنی 30070 و" ج در مثلث 60 معلوم هستند , از اینرو مساحت مثلت ۸/61۳ را 
rp‏ 38 = و ور 38 = که 


1 1 ۲ 1 
= 3 1/ (Ma ل‎ Mp + me) 3 (ma + my — me) 3 (ma + 70 سم‎ My) 


1 | | مس سس‎ 
x< (mg 1 me— a) = “7 Vina + my + me) (ma 4 np —m,) 


x V (ma + ma my) (Mp Mema) 


aS / 1 
A4 
6 ۱ ۵٩ شکل‎ 


شکل ۵۷ ر نا 
P A HKE C‏ 
مثال ۳ م در مثلثی اندازه سه زاویه آن برابر مقادیر معلوم » » 8 و۲ است. فاصله های نقطه اختیاری 7 
در در ون مثلث ازسه ضلع آن برابرمقادیر معلوم7:,70 و۴ است (شکل ۵۸).مساحت این مثلث را محاسبه 
حل ه 5 مساحت مثلث 4180 را می‌توان ازطر بق فرمول See .40 ۰ 30-7 ٩‏ بدست آورد 
که در این رابطه نیز بایستی مقادیر 46 و 80 یافته شوند. با منظور کردن» = 190 آنگاه طبق قانون 


: 4C BC _ _A4B ۱ 

سینوس ها (قضیه ۸) به E‏ سج وصول خواهیم یافت که از آن نیو : 

۳ و 74۳ = 8 4 استنتاج می‌شود . بدین ترتیب حل مسئله به یافتن 2 تحویل می‌یابد. 
sin ۵‏ ۱1 


برای تشکیل معادله ازروش مساحت ها (به بخش ۱مراحعه کنید) استفاده کرده و 5 مثلث 416 را 
به عنوان عنصر مرجع منظور می‌کنيم . از یک طرف چنین داریم : 


۲ و ۵ Sin‏ __„ .. ۵ مر 1 
2 91117 ۵ ۳ مج ۰ ۷ 40۰190۰517 > = S‏ 


م2 
س Sanc = 2 4: 3 3 0. + 2 AC.m‏ ۲ میرک S= Samp‏ 


8 z(ksin Şn sin a +m sin 

E + an +4. Ê. ۲۱ ۱۳ OER EN E SEE 

2 sina sin ۵ 2 5110 0 

zsinsiny __ ksin رب(‎ sin atm sin Ê از این تساوی به‎ 
2511 60 sin Ê sin ¥ 


وصول می‌يابیم . 


۵٦ 


2 (k sin YH n sin بو‎ ۲ sin f) با گذاث این مقدار‎ 
B ج‎ 2sin 0 ستن ين‎ 


بحای 2 در فرمول اول در مورد مساحت مثلث ۸4106 تساوی 


زیربدست می‌آید : 
sin ۵ sin 1 (ksin +r sin a Ym sin 8)‏ 22 =$ 
a Tein a J sin asin ۵ sin Y‏ 
9 ۸ 
شکل ۵۸ 
مثال ٤‏ وروی اضلع 8 4 و 6 ازمخلث 4۸0 نقاط 
B‏ 
و طوری انتخاب شده‌اند که 1:2-<۸::۳ و 7 
خطوط مستقیم 4 و 0 در نقطه 7 همدیگر را قطع 7 
می‌کنند. اگر مساحت مثلث 8156 برابر ۳ء 4 باشد آنگاه cC‏ ۳ 
مساحت مثلث 40 را بدست آورید (شکل ۵۹). شکل ۵٩‏ 
BK = 2x, = CP = e‏ ,7 = ا PM‏ 
از این کته نت دای 4107 4۴ت مت واا و 4 و 
3 2 
Tg‏ 
س ك MMP‏ 
ازطرف دیگر 3 ۰4 e‏ لد یعنی 6 چ = 11۸ راداریم .بدین ترتیب ۸€ = E‏ ۸ حاصل 


می‌شود EC kc,‏ خواهد بود . مثلث های 8٤€‏ و 8۸€ را مورد ملاحظه قرار.می‌دهیم. آنها 
دارای ارتفاع های مشترک (مرسوم از رس 8) بوده و از اینرو نسبت‌مساحت ها ی آنهابا نسبت قاعده‌های 
K٣‏ و2 برابر است (قضیه ۱۸). 

یعنی چنین داریم: ج = ج = تقد . ولی تساوی که 4 = ٥ط‏ که در دسترس بوده و در 
نتیحه تم د ی . Sakc=‏ خواهد بود. سرانجام مثلث های 1910 و41 را مورد بررسی 
قرار می‌دهیم . آنها دارای ارتفاع مشترک (مرسوم ازرآس ‏ ) بوده و از اینرو نسبت مساحت های آنها 
با نسبت فاعده هایشان برابر خواهد بود: کے ے ا ے بش - کقشد . 


بدین ترتیب حنین حاصل می‌شود : 


2۷ 


ون از مخلت ( 19 = ۲ 4 برابر 
ك 0 است (شکل ۰( . دایره ای به شعاع هم 1 
بر اضلاع ظ 4 و0 مماس دوده و قاعده 4€ رادرنقاط 
E‏ و قطع می‌کند ( بین 4 وا قراردارد). 14 نقطه 
تماس دايره و خط مستقیم 84 بوده و 3 سح AN‏ 
است. مساحت مثلٹ× 4را محاسبه کنید. 


٩۰ شکل‎ 


حل هقبل از هر چیزبایستی محاسباتی را انجام دهیم که ما را به یافتن موقعیت مرکز دایره قادر می‌سازد 
(ابتدائاً بدیهی بنظرمی‌رسد که چون 84 و 86 بردایره مماس هستند از ای نروم رکز دایره روی ارتفاع 
BH‏ از مثلث متساوی الساقین 8€ 4 EG‏ 
می‌کنيم . آنگاه زاو یه 80۸1 نیز ابر ی E‏ = 1ا است TS‏ 


سل = tan? a‏ 4 بەر = ۵ ۵ رتچ و هو silı == tan‏ وصول می یا بیم . 
BO |‏ کہ: آذ ے ‏ ۳1 سید 
زر مخلث 71 درمی‌یابیم کے د ے 0 = 980 > « BM = OM tan‏ . 
17 
. 
ازاین گذشته چنین داریم: 
7 8 289 _ 8_9 ر 3 
ج < جر" ور به AM + BM = FE” « BH = AB sin‏ ]4 


این امر بدین معنی است که 0 = BH‏ بوده و از اینر و نقاط و 7 بر هم منطبق هستند. بنابراین 

ال مج میا بای N‏ (محی) رازسم کنم کل 63۱ 

با کمک فرمول » دا۰ 7 ۱۰۸ 4= مساحت مثلث ۸4 را تعیین می‌کنیم . می‌دانيم که 
15 

om‏ > = 1 و = 917 است. 

بدین ترتیب حل مسئله به یافتن طول پاره حط ۸ 4 تحو یل می یابد .از تساوی ۸41 ES AE‏ 

استفاده می‌کنيم . اگر  #‏ 48 را درنظر بگیریم آنگاه» + 2= 4۸ بوده ومعادله (= + 2) ج ے 228 

انگاه ت < 2 +3 = ۸4/7 بوده ودرنتیجه 


تساوی زیر را خواهیم داشت : M‏ 


۵۸ 


مثال ٩‏ ه از میانگاه قطر 8 در چهارضلعی 802 ۸4 
خطی به موازات قطر ۸ رسم می‌کنيم. این خط ضلع 
AD‏ را در نقطه 7 قطع می‌کند. ثابت کنید که خط 
CE‏ چهارضلعی 4802 را به دوقسمت هم ارز 
(هم مساحت) تقسیم می‌کند (شکل ۱۲). 6 


ی 
۳ 


حل و بایستی ثابت کنیم که مساحت چهارضلعی 4808 برابر نصف مساحت جهارضلعی ۸162 
است. این نکته دقیقاً به معنی تساوی مساحت های دوشکل 307 ۸ و 00 یا هم ارزی آنها خواهد 
بود. توجه داشته باشید که جهارضلعی 07 ۸ با چهارضلعی11. 80 4 هم ارز است که در آن ۸1 
نقطه ای روی خط 12 است: درحقیقت مثلث های £ 0 44 و0۸1 4 دارای قاعده مشترک و ارتفاعات 
مساوی هستند؛ زیرا نقاط £ وروی خط مستقیم موازی با قاعده 4€ قراردارد. این حقیقت, اندیشه 
تعو یض جهارضلعی 7015 4 با چهارضلعی 41767 هم ارز با آن را تسریع می‌بخشد که در آن ‏ نقطه 
اختیاری خاصی روی 8/۲ است. میانگاه قطر 8 را به عنوان نقطه ۶ در نظر می‌گیر یم (شکل ۱۳). 
چنین داریم: ۵ ۰۰51 ۰ = جرح‌ور رگ 


B 
.)۲۰(( بطوریکه» زاویه بین قطرهاست (قضیه‎ 
0 1 2 
طبق فرض (1ظ چ = ظ راداريم. بدین ترتیب‎ 
رابطه زیر حاصل می‌شود که اثبات آن مطلوب مسئله‎ 
۸ : بود‎ 
5 سره ور‎ ۸0۰2 BDsina= ) 4 622 دور رک چس(عهنه‎ 
DP 


٦۳ شکل‎ 


۵۹ 


مثال ۷ ه مساحت جهارضلعی محدب 8٤02‏ ۸ برابُ0» 2 است. ضلع 8 4 را از طرف نقطه 8 با شرط 
e ©‏ را از طرف نقطه 6 با شرط 80 چ = 0۲ ین را از طرف نقطه 
2 باشرط 60 ج = 2 و ضلع 04 را ازطرف نقطه 4 با شرط 42 ج = 411 امتداد می‌دهیم. 
مساحت چهارضلعی 1712 را محاسبه کنید (شکل 14). 
حل ونمادهای» = 08 رن = 30 ms 4B = a,‏ = 4 طرامظورم‌کنيم , مثلث 4111ء 
e‏ . دراین مثلث 7 + M‏ 4و ج =4 وو گە فاخت :5ا 
e a sha‏ : ج برابرمیشود که در آن 41 =» است وی یت 
مايه مکی 7 Sano = + ۰ .AD-.sin(180° — a) = + an sin‏ . توجه داریم 
که رو 8 2 صوگاست. بطر یق‌مشابه مساحت وگ مربوط به مثلٹ 627 با مساحت مثلٹث 30 
با فرمول وم ورگ ج = وک ارتباط پید| می‌کند .از اینرو داریم : 
که 1.5 = ۰2ج = ممورگ ے = (و‌ورگ + وور5) * = و8 + رک 

به همین طریق اگر مور 5 = Sa‏ و SDE‏ = و5 رامنظور کنیم به "هن 1.5 = ی 5 + وگ 
وصول می‌یابیم . درنتیجه تساوی زير استنتاج می‌شود : 

.ص 5 = 1.5 + 1.5 + 2 = یی + وگ = وگ + وک + Sapcp‏ = برد ررر٩‏ 


مثال ۸ و دایره ای بام رکز 0 بر مثلث 48€ با زاویه حاده 4 محیط شده است. شعاع 40 با ارتفاع 17 4 
راویه ای به اندازۀ 0۳ می‌سازد. امتداد نیمساز 47 دایره را در نقطه رل وشعاع 40 ضلع 8€ را در نقطه 
قطع می‌کند (شکل ۵ اگر cms AL = 41/2 em‏ 1۷/213 و 2 باشتن ا رداق 
حهارضلعی ۴۳01 رامحاسبه کنید. 

حل ه درمثال ٦‏ مساحت چهارضلعی را با استفاده از قضیه ۲۰ » ودرمثال ۷ به عنوان حاصلجمع 
مساحت هاي اجزاء تشکیل دهندة آن محاسبه کردیم. در حالت اخیر توصیه می‌شود که جهارضلعی 
مطروحه را به عنوان تفاضل مثلث های 401 و٤4۴‏ مدنظرقراردهیم. 

از اینرو هگ = مړ ؟ = ررووربرگ‌را خواهيم داشت. بنابراین حل دیگر مسئله اساسا به محاسبه 


0 


عناصر گونا گون (زوایاء اضلاع) مثلث های 401 و 4178 تحویل می‌یابد. شابت می‌کنیم که 01 
موازی 417 است. برای این کار 14 = 20۸41 (طبق فرض) را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . 
بنابراین 81 ل = سل دا خواهد بود. آنگاه وترهای بل و 81 نیز مساوی بوده و درنتیجه مثلث ,681 
متساوی الساقین خواهد بود (شکل .)٩٩‏ مرکز 0 مر بوط به دایره محیطی مثلث 68 روی ارتفاع ۸1 
قراردارد. بدیهی است که 43 || ,22 وده وا اینرو 41 || 01 خواهد بود. آنگاه‌داریم: 

LALO = 21۸0 = + ZHAO = + ۰30 = 15°.‏ = 74۲ 
و بدین ترتیب به عنوان م مطالب را چنین خلاصه مي‌کنيم 402 میک مثلث متساوی الساقین 
با زاویه‌های*13 130 و130 است. ضلع 41 این مثلث برابر مه 2 4۷ است. این امربرای محاسبة ‏ 
مساحت آن کافی است. 
طبق قاعده کسینوس ها (قضیه ۷) چنین داریم: 150° 1,۰605 01-20۰0 + ۸۵0۶ = AL2‏ 
از این رابطه با قراردادن ۲ = 1 حاصل می‌شود : Ê‏ هجرد R2‏ + عم (2 ۷ 4( 
و (2-۷3) 32 = چم 
,گنه )2-7/3( 8= )2-۷3( x32‏ + .92 1500 جند 40۰01 % = Sao,‏ 
حال مساحت مثلث 4۴۴ را محاسبه می‌کنیم. چنین داریم : 


2 = 702 . ازاین گذشته داریم: 


HE = AH tan 30° = ۷27. FPS سای‎ 1۷ 3 )3-1۷3( 


(3 17 س 
شتا 


1/7 ۱/5 ه) و — 
ص (3 2-۷) 2 = ۷3 2 2 3 دح Sarg + FE.AH‏ 


شرت ,2۷5 ۷3 = (3 ۷+ دی ) 2۷5 FE=HE—HF=V‏ 


از اینروتساوی زیر نتیجه می‌شود: 
cm‏ )۷⁄3 2( 6 = (3 17 سب 2) 2 سب )۷⁄3 سب 2( 8 = SAaoL — Sarg‏ رنجرجر ٩‏ 


KA 


٩۵ شکل‎ 1 


مثال ٩‏ ه درپنج ضلعی 48601 معلومات CD‏ = 0ظ ,2 ۷ ۸4 45° = 2۸ و 


۱ 


۳ = 2/9 راداريم (شکل 1۷). اگر دایره ای به شعاع 600 1 را بتوان بر این پنج‌ضلعی محیط 

کرد در آنصورت مساحت پنج ضلعی را بدست آورید. 

حل و به محاسبه مساحت پنج ضلعی مطروحه بصورت محاسبه حاصلجمع i EE‏ 

A 2۴ به‎ 4 8٤ می‌پردازیم . طہق قانون سینوس ها در مورد مثلث‎ BCD و‎ BDE ABE 
یعنی ۷2 = 4 وصول می یابیم . از اینرو 8۳ 4» مثلث متساوی الساقین قائم الزاویه خواهد بود که‎ 

درآن ۷2 = 48 = 48 است. بنابراین 2 = 88و1 = 48-42 ج = ویړک حاصل 

می‌شود . بدلیل 2 — BE‏ م بحط ]79 و .ار اینرو 82# مثلث قائم الزاویه بوده 

وازآن4 = ۷3.88 و و 1 41 = BD. DE‏ > = ورو وک استدتاج می‌شود . 

سرانجام مثلث 800 را مورد لاح اھ که د 80-5 است .عطق تون سیدوس ها 

13 ی‎ BD 
يعنى چ = 82ے 510 راداریم.‎ re5 = 2R 
.CBD = ۶00 = و30‎ LBCD = 120° : از اینروجنین حاصل می‌شود‎ 


شکل ٩۷‏ 
مثال ۱۰ م مرکز چهاردایره با شعاع های مساویه ر وی رئوس مر بعی با ضلع ۵ قرارد ارند. مساحت 
سطح مشترک این دایره‌ها را محاسبه کنید (شکل ۱۸). 
حل و بدلائل تقارن نتیجه می‌شود که چهارضلعی"1 6 یک مربع است. از اینرو شکل مطلوب از 
یک مربع وچهارقطعه مساوی ترکیب شده است. برای محاسبه مساحت یکی از اين قطعات قبل از 
هرجیزی بایستی زاویه مرکزی متناظر به آن را بيابیم  .‏ زآنجا که مثلث 0 4 متساوی الاضلاع است 
از اینر و 60° عد 7641 بوده و درنتیجه 30° = ۸ 84ے خواهد بود .بطر یق مشابه "۸0-30 
ودرنتیجه 30 = ۸1 ۸4ے حاصل می‌شود. با استفاده ازقضیه ٤‏ ۲ مساحت یکی ازاین قطعات 


ور 


۰ 1 و 1 ۳ ۱ ی ی ی 


۹۲ 


کسینوس ها را در مورد مثلث 7117 4بکار می‌گیریم : 
30° و۲۰0( 4 ۰ یر — AK? +4 A11‏ = 172 


یعنی  ۷3(:‏ 2) ڈے = شی 2٥.‏ دم ب شم = 113 £. سرانجام چنین حاصل می‌شود: 


(3 چ+) تم = (چ- 3 ) 22 + ( ۷⁄3 س 2) 02 کب 48 سل ربع کہ کے کہ 


مثال ۱۱ م دایره ای پر اضلاع 40 و 8€ ازمشلث 4196 بترتیب در نقاط 1 و٤‏ مماس بوده ومرکز آن 
روی ضلع 48 قرار دارد. اگره26-1360 »2-1460 4 ون ۸-25 باشد مساحت قطاع 105 را 
محاسبه کنید (شکل .)1٩‏ 

حل ه برای محاسبه شعاع قطاع روش مساحت ها را بکار می‌گیر یم (به بخش ۱ مراجعه کنید), ازطرف 
دیگر 5 . مساحت مثلث ۸90 1 را می‌توان طبق فرمول هرو (قضیه ۵ )۱٩‏ محاسبه کرد: کو 84 سک 


S = ٩ ون‎ + Sgoe هدع‎ +۰ = 3 (15 413) r == 14 


از اینرو 84 = 147 واا ) عد «راداریم . برای یافتن مساحت قطاع ضروری است که زاویه 
مرکزی آن‌یعنی زاو به :8 را بدست آوریم . 

از جهارضلعی 0(0 نتبحه می‌شود که RS ے0٤ = 7 — ٩‏ = ۲ 
است. طبق قانون کسینوسها( 340۰190۰605 - 06۶و + ۸0۶ = *8 4 را داریم. 


بنابراین" 2۰13۰15۰6005 س *15 + 13 سد 14 نتیجه می‌شود که اران چک = " 5 و درنتیحه 
99 
چو ۵۲6009 = ( استنتاج می‌شود . 

۰ بدین ترتیب نتیحه می‌شود که زاو یه مرکزی قطا ار a۵8‏ س چ ) ت. طبق قضیه ۲۳ حنیه 
بدین ترئیب نتیجه می‌شود که زاوبه مر 6 برا بر چو 2۲605 ست. طبق فصیه ۲٠۳‏ چنین 
حاصل می‌شود: 

1 ور‎ 99-۲ 
مج وجموگه‎ TT (7 —arecos qz ) = 18 (r—areceos Fz ) 
7 3 


٩٩۹ شکل‎ 


۳ 


مثال ۱۲ ه نقطه17 در داخل مشلث ۸4136 با اضلاع ۵ :۵ و٥‏ طوری اختیارشده است که اتصال این 
نقطه به رئوس مثلث درداخل آن زوایای متساوی تشکیل می‌دهد . عبارت 67 + ۸۲ + ۸۸ را 
محاسبه کنید (شکل ۷۰) ۱ 

حل ه به عنوان تمایز با مسائل قبل می‌توان, گفت که این مسئله در مورد محاسبه مساحت یک شکل 
مستوی‌بحث نمی‌کند. از این گذشته همانطوریکه خواهیم دید, مساحت مثلث به عنوان وسیله ای برای 
حل مسئله استنتاج می‌شود . تساوی‌های 2 = ۷۰۸41 = 1117و 2 = ).را منظور مي‌کنيم. 
طبق فر ض 120° = 410 = 28170« 2۸۸18 است. 

با استفاده از قاعده کسینوس ها در مورد هریک از مثلث های 7 4 ۰ 4دستگاه 
معادلات زیر حصول می‌یابد : 


من + ل + 2۶ = ی 
۳ 
رات ا + = 
زان گذشته چنین داریم: 
sin 1200 < 2 7 120° 4‏ جه چ = S = Sanc = Sanc + Sanc + Sana‏ 
)لت + e + y2‏ 3 
بنابراین TT Oa‏ ی 
SE i‏ . پافتن مقدارعبارت 2 + ۷ + ته مورد نیاز است. 
با تجمیع سه معادله دستگاه چنین حاصل می‌شود : 
2y + 222 + 2‏ + 22 + ن + 3ج =( + ل + 2) 


3 2Y sin 120° = 


(2 + 2ت د ي 2 بت تنس ے 22 ب 2ن ب 2 
از اینروداریم: 
OT ۱‏ 
درنتیحه تساوی زیر بدست می‌آید : و 
98+ ا <ء + ده 7 ۲ 
b cC‏ 4 


1٤ 


مشال ۱۳م درمشلث 150 2:14 = 0 ٤ =arccos s4‏ است. نقطه 7 را با شرط 
3 = 00:40 روی ضلغ 4€ اختیار می‌کنيم . نسبت شعاع دایره محیطی مثلث 8€ 4 برشعاع دایره 
حل هپارامتر کمکی» = 0 رامنظورمی‌کنيم. آنگاه 30 = 4۵)40 = 4€ و24 = BC‏ 
خواهد بود (شکل ۷1)(. برای یافتن ۴ء شعاع دایره محیطی مثلث 8٤€‏ ۸4 به محاسبه ضلع 8 4 بوسیله 
Î i 1‏ 2 
قانون کسینوسها مبادرت کرده وسپس قانون سینوس ها را بکارمی‌گیریم . 
جنین داریم: € 0۰190۰605 24 -- 0۶ + 4€ = *48 ؛یعنی : 
AB? 168 2 4a? — 2۰40۰20۰ 2‏ 
ازاین رابطه 2" 22 = 48 استنتاج می‌شود. طبق فرض ج = 0 05ء بوده و از اینرو 
تلا 0-۷1-0090 sn‏ 
۲ 4 اه و AB‏ 
را خواهیم داشت. طبق قانوك سینوسها 21 کا ۱ 
ازاین رابطه» مد -- ۸ بدست می‌اید. شعاع ۲ دایره محاطی مثلث 82 4 با فرمول چ = 7 دست 
می‌آید که درآن 5 مساحت و نصف محیط مثلث 482 است. 
می‌دانيم که 30 41و 201/2 48 است. ضلع 82 از مثلث 802 راطبق قانون کسینوس ها 
+BD? = a + 4a 2۰۰6۰ 3‏ از این تساوی 2 ۵۷ = 82 حصول می‌یابد . 


۱ .73 
ودرنتیجه؟]2 = گرد راداريم. 


بدست می‌آوریم : 


51 


ازاینروداريم: 12۷2 + 3 3۵ س و , مساحت 5 ملت ۸48 با فرمول 
هرو محاسبه می‌شود : 


S = Vp (p—A4D) (p— AB) (p— BD) 


E: a E وت‎ 
rT (2+ V2): SERTEL ET E 


۵ 


مسائل 

۱ ۵ مساحت مثلث ها 
۰ ه اگر در مثلٹی ۳۲ وه میانه وه زاویه بین آن‌ها باشد ثابت کنید که مساحت مثلث برابر 
sina‏ 777۵ س است . 
۱ ه در مثلث ۸80 80° = 4ے ,ص 3 = ۸6 بوده وشعاع دایره محیطی مثلث برابرمه 2 
است. ثابت کنید که مساحت مثلث ۸86 از*» 3 کمتر است. 
۲ ه اگردرمثلشی « وء» طول دوضاع از آن و 5 مساحت مثلث باشد * 1 ۳ > 8 راثابت کنید. 
۳ ه اضلاع مثلئی برابرجده 5 55 ود« 66 است. مساحت مثلثی را پیدا کنید که رئوس آن پای 
نیمسازهای مثلث مطروحه است. 
۶ و در مثلث ۸4860 8۰ 13 = ۵:48 15 = 80 و em‏ 14 = 40 است. در این مشلث 
ارتفاع 317 نیمساز 87 ومیانه 87 رارسم می‌کنيم . (8) مساحت مثلث 812 را بدست آورید؛ 
(ظ) مساحت مثلث 8۸102 را محاسبه کنید؛ (6) مساحت مثلث ۸1 87 را پیدا کنید. 
۵ وروی هریک ازمیانه های مثلشی نقطه‌ای را احتیارمی‌کنيم که آنها را به نسبت 5:4 تقسیم 
می‌کند. قطعه بزرگتر ر وی آنها درطرف رأس مثلث قراردارد. اگرمساحت مثلث مفروضر ده 64 باشد 
مساحت مثلثی را بدست آورید که رئوس آن روی نقاط مطروحه درفرض مسئله فراردارند . 
۹ ه مربعی درداخل مثدثی با قاعده » محاط شده است. اگرضلع مربع از نصف قاعده مثلث بزرگتر 
بوده ومساحت مربع یک چهارم مساحت مثلث باشد آنگاه مساحت مثلث را محاسبه کنید. 
۷ هو بر مثلث ۸8€ با زاویه00 =8 دایره ای به شعاع0ه 4 را محیط کرده ایم . قطری از دایره برضلع 
6 عمود بوده و 41 را با شرط 3 4:81 در نقطه ۸1 قطع می‌کند . مساحت مشلث را محاسبه 
۸ ه اگردر مثلث قائم الزاویه ای مجموع سینوس های زوایای حاده آن برابر ٩‏ باشد آنگاه مساحت 
مثلث را محاسبه کنید. 
۹ ه در مثلث قائم الزاویه ای داز کی از ژوایای اده بزابزه ات فاصله راس اده دیگ از 
مرکز دایره محاطی آن برابر"« است . مساحت مثلث را محاسبه کنید. 
۰ هو در مثلث حادة الزاویه ۰۰۸80 = 48 بوده ودر مورد میانه‌آن نیز  «‏ 8 را داریم. همچنین 
909۶280۸-8 > 8) است. مساحت مثلث 486 رامحاسبه کنید. 
۱ م اندازه هریک اززاویه های مجاور به قاعده در مثلث متساوی الساقینی برابره است. ازرأس 
یکی از این زاویه ها خطی راعبور می‌دهیم که با قاعده زاویه 8 می‌سازد (» > 8). این خط مثلث را به 
دوقسمت تقسیم می‌کند . نسبت مساحت های این دوقسمت را بیابید. 
۳۳۲ م از میانگاه یکی از اضلاع مثلث متساوی الاضلاع خطی را طوری رسم می‌کنيم که با آن ضلع 


۹۹ 


زاویه حاده » را تشکیل دهد ری ی a‏ تست 
ان هو | توا نیت 


۳ هو در مشلث ۰0۸86 = 4ع و۷ = 6 است .نیمساز 82 » ارتضاع 817 ومیانه 81 رادر این 
مثلث رسم می‌کنيم . مطلوبست: (8) نسبت مساحت مثلث 17 82 به مساحت 480 (۲) نسبت 
مساحت 17 811 به مساحت مثلث 480 ؛ (0) نسبت مساحت مثلث 812 به مساحت مثلثك 48٤€‏ . 
٤‏ ه مساحت مثلثی با اضلاع ۾ و ۵ را که طول میانه بین این اضلاع برابر 1 = ع1 است پیابید. 

۵ همیانه ۸ درمثلث ۸86 دایر» محیطی مثلث رادرنقطه 8 قطع می‌کند. اگر 
«4B + AD = DE‏ 60° = 4 رو 6 = 4۸ باشد مساحت مثلث ۸80 رامحاسبه کنید. 

۹ 5 مساحت یک مثلث و۸ شعاع دایره محیطی آن است .۸۶× 3 > 5 راثابت کنید. 

۷ ه یکی از زوایای مثلثی برابر60۳ است. نقطه تماس دایره محاطی آن ضلع مقابل به این زاو یه را به 
قطعاتی به طول های » وط تفسیم می‌کند. مساحت مثلث را محاسبه کنید. 

۲۲۳۸ ۾ از نقطه ۸ واقع برضلع 48 مثلث 486 خطوطی را بصورت 40 || 0 و BC‏ || ظ]رسم 
می‌کنیم. اگر مساحت مثلث 8210 برابرد؟ ومساحت مثلث ۸86 برابرء5باشد مساحت مشلث 
۴ 4 را ابید 

۹ ه از نقطه ای واقع در در ون منلثئی خطوطی به موازات اضلاع آن رسم می‌کنیم . این حطوط مثلث را 
به شش قسمت تقسیم می‌کند که سه‌تا از آنها مثلث بوده ومساحت این مثلث‌ها برابردگ» و5 ووک 
ات ستاتحت؛معلت اضلی زا تبانین. 

۲:۰ و دایره ای درون مثلثی با اضلاع‌» 416 0 34 محاط شده است . مساحت مثلثی راپیدا 
کنید که رئوس آن بر نقاط تماس دایره و مثلث فوق الذ کر قراردارد. 

۱ ه مثلث 40 با ضلع» 0-20 ۸ درون دایره‌ای محاط شده است. از نقطه 8 حطی را بر دایره 
مماس رسم می‌کنيم . فاصله نقاط 4 و ٤‏ از خط مماس بترتیب برابرطه 25وت۳ه. 16 است. مساحت 
ما . 2480 را بدست اور بد. 

۲۳ م از نقطه ۸1 واقع دردر ون مثلت ۸80 عمودهای ۸/9 112 و ۸7 را بترتیب بر اضلاع 42 ۰ 
BC‏ و6 ء رسم می‌کنيسم . اگرء = a, AC = b, ME =k, MF = muAB‏ = 260 و« = MD‏ 
باشد نسبت مساحت مثلث های 480 و 287 رابدست اورید. 

۳ ودرمتلث 480 ارتفاعات ۸4 BE‏ و CF‏ رارسم مي‌کنيم. اگ ُرزوایای مثلث 480 برایر 
Yg Bea‏ باشد در آنصورت نسبت مساحت مثلث های £۴ 5 و 48€ رابیابید. 

6 هو وتر ۸8 به کمانی از یک دایره نگاه می‌کند که طول آن یک سوم کمان محیط دایره است. نقطة 
٤‏ رار وی این کمان ونقطة 2 راروی وتر 48 اختیارمی‌کنیم. 

اگ رص 2 = 42 )ص = 2و مه ۷2 = 62 باشد مساحت مثلث 48٥0‏ را بدست آورید. 


۷ 


۵ م در مثلث 48€ ء زاویه ٩‏ برابر 60۳ وشعاع دایره محیطی برابره 215 است. روی ضلع 4 
نقطهم را با شرایط 2:4 = ۶ :۸4 وص 01-2172 اختیار می‌کنيم . مساحت مثلث 480 رامحاسبه 
۰ وزاوبه ۸ A E E‏ 48 برابر که مهه است . دایره‌ای که 
فاصله مرکز آن از رأس 8 برابر سه ياست ساق های 4 و6 را بترتیب در نقاط :2 و2 قطع کرده و 
پاره عط EF‏ رار وی قاعده حدا می‌کند. اگردته ا ے 6 باشد مساحت مثلث 0 راپیدا کنید. 
۷ و دایره‌ای بر مثلث ۸480 محیط شده است. در نقطه 8 بردایره مماس رسم می‌کنيم و این مماس 
خط 6 4 را درنقطه نا قطع می‌کند. نقطه ) بین 4 و2 قراردارد. 

اگر 8D = 29 em‏ وچ 09 6 2 بوده وفاصله مرکز دایره تا 0 ۸ برابر ٥1٩‏ 0 باشد آنگاه 
مساحت مثلث 869 ا 


۲ ه مساحت چهارضلعی ها 
۸ ه ازرئوس یک جهارضلعی خطوطی را به موازات اقطار آن رسم می‌کنيم . ثابت کنید که مساحت 
متوازی الاضلاع حاصله دو برابر چهارضلعی مفروض است. 
۹ هطول اضلاع غیرموازی متوازی الاضلاعی برابر» وا وزاویه بین آنها برابره است. مساحت 
چهارضلعی حاصل از تقاطع نیمسازهای داخلی متوازی الاضلاع را محاسبه کنید . 
۰ ه مان ذوزنقه متساوی الساقینی برابره و اقطار آن متعامد هستند. مساحت ذوزنقه را محاسبه 
۱ ه محیط ذوزنقه ای برابرهه 52 وطول قاعده کوحکتر آن برابرظ» 4است. اگر اقطار ذوزنقه نیمساز 
زوایای منفرجه آن باشد مساحت ذوزنقه را محاسبه کنید. 
۲ ه دو دایره با شعاع های 40۳ و0۳۹ 8 وبا مراک :0 و0 همدیگر را در تقاط 6 و قطع کرده و 48 
مماس مشترک خارجی آنها محسوب می‌شود. اگرمماس های مرسوم بر دو دایره در نقطه 6 متعامد 
باشند مساحت جهارضلعی و0 4 ,0 را محاسبه کنید . 
۳ و دودایره با شعاع ۸ ومرا کز,0 و0 بر هم مماس خارجی هستند. خط مستقیم 1 دودایره رادر 
نقاط 4 »8 »€ وظ باشرط 00 - AB=8€C‏ قطع م یکند . مساحت چهارضلعی :20 0,4 را بدست 


آورید. 

۶ ه اضلاع مثلثی برابرهه 0.20 34 وه 42 است ت. یکی از ارتفاعات ازطرف رأس به نسبت 3:1 
تقسیم شده است . در این نقطه تتقسیم حطی TS‏ . مساحت ذوزنقه حاصله را 
بدست آورید. 


۵۵ 6 اضلاع مثلئی برابر هه 20» 6۳ 34است . اکا مستطیل محاط در این دایره برابر 6۲0 45 


۸ 


باشد مساحت آن را کشت آورید. 

39 م طول قاعده‌های ذوزنقه ای برابره 0۳8,02 20 و طول اضلاع غیرموازی آن برابرطه 45 وه‎ ۲۵٩ 
است. مساحت ذوزنقه را محاسبه کنید.‎ 

۷ م طول قاعده‌های ذوزنقه ای برایر ۳ 30 و ده 2 و طول اقطارآن نیز برابر هه 0 34 است . 
مساحت این ذوزنقه را محاسبه کنید. 

۸ هو طول یکی از قاعده‌های ذوزنقه ای برابرهه 7 است. دایره محاط درذوزنقه یکی از اضلاع 
حانبی آن را به دو پاره خط به طولهای ص ی وهته 9تقسیم می‌کند, مساحت ذوزنقه را محاسبه کنید. 
۹ هو در ذوزنقةً 4802 نقطه ۸ میانگاه قاعده 49 نقطه ۸6 میان‌گاه قاعده 8٥‏ » 8۸ نیمساز 
زاوبه 486 و01 نیز نیمساززاویه ۸96 است. اگرمحیط ذوزنقه 4802 برابرعه 30و 
۶ = 28۸ باشد مساحت این ذوزنقه را محاسبه کنید, 

۰ م در جهارضلعی 4802 نقاط ۴)8 .2 و۸ بترتیب میانگاه اضلاع 48 ۰ ADs‏ 
میت ,گر 5cm‏ = ۸0 و 6D = 20 em‏ و K۴‏ = قرو باشد مساحت جهارضلعی ۸800 را محاسبه 
۳۱ ه در یک متوازی الاضلاع, اضلاع 4 وف Db)‏ < »)وت اندازه زاویه بین قطرها معلوم است. 
مساحت این متوازی الاضلاع را محاسبه کنید. 

۲ هو در ذوزنقه ای یکی از قاعده‌ها قطر دایره ای به شعاع ۴ محسوب می‌شود که بر ذوزنقه محیط 
است. اندازه زاو یه یکی از زوایای حاده در این ذوزنقه برابر» است . مساحت ذوزنقه را محاسبه کنید. 
۳ و دایره ای در ذوزنقه ای با زوایای حاده » و محاط شده است. نسبت مساحت ذوزنقه را به 
مساحت دايره محاسبه کنید. 

۳۹ هدر مثلث )8 4 › 7= 0ع ‏ 8ے » =4 :و ارتفاع 9 <ظ راداریم. ر وی ضلع 80 به 
عنوان قطرء دایره ای رسم می‌کنيم و این دایره اضلاع 8 و 8€ رابترتیب در نقاط £ و٣‏ قطع می‌کند . 
م. احت جهارضلعی 22 رامحاسبه کنید. 

۵ م خط مستقیم 1 به موازات قاعده 46 ازمثلت 486 مثلث 888 را از این مثلث حدا می‌کند. 
نقطه دلخواه 2 راروی ضلع 4€ اختیارمی‌کنیم. ثابت کنید که مساحت چهارضلعی PEMD‏ بین 
مساحت مثلث ۸8 ومساحت مثلث 882 واسطه هندسی است. 

۲۹۹ و اقطأردوزنقه BC) ABCD‏ ۱ 2 همدیگر را در نقطه 0 قطع می‌کند . اک ا تت 
2 برابرثه و مساحت مثلث 806 برابر*ط باشد مساحت ذوزنقه را محاسبه کنید. 

۷ ه در لوزی ۸80 » نقاط 8۰۷,۸4 و0 بترتیب میانگاه‌های اضلاع 48 ۰ 86 ظ6 و 42 
است. اگر مساحت لوزی برابر#هد» 100 باشد مساحت جهارضلعی محصور با خطوط 4۸ » 2 19 201 و 
CQ‏ را محاسبه کنید. 


1۹ 


۸ ه دایره‌هایی به شعاع » و ۵ برهم مماس خارجی هستند. مماس های مشترک خارجی آنها را رسم 

می‌کنيم . مساحت چهارضلعی ای را بیابید که رئوس آن نقاط تماس خطوط و دایره ها محسوب می‌شود . 

۹ ه اقطار جهارضلعی ۸862 همدیگررا در نقطه 0 قطع می‌کنند. اگر مساحت های مثلث های 

AB‏ › او 609 برابر ۶ ۰12 ده 18و۵« 24 باشند مساحت حهارضلعی را محاسبه کنید, 

۰ ه دایره ای بر اضلاع 48 و 42 از مستطیل ۸802 مماس بوده و ازرآس 6 آن عبورمی‌کند. این 

دایره ضلع 2€ را در نقطه :۸ قطع می‌کند. اگر هه 9 48و ص 8 = 4 باشد مساحت جھار۔ 

ضلعی ۸2 8 4 را محاسبه کنید. 

۱ هو نقطه 1 را دردر ون مستطیل 48٤٥02‏ طوری اختیار می‌کنيم که: . 

AM = 7‏ 2- 27 و 6 = 6 باشد. اگر 248 = ظ۸ باشد مساحت مستطیل 48٥02‏ را 
۳ ه ساحت جندضلعی ها 

۲ وروی اضلاع ۸6 و 86 ووتر 42 مثلث قائم الزاویه 426 ودربیرون آن مربع های 

۸ 8886 و 40 رارسم مي‌کنيم. اگر» = 48 و 5 = مور وک باشد مساحت 

شش ضلعی 0167/۴ را محاسبه کنید. 

۳ وروی اضلاع ۰۸6 80 و 48 از مثلث ۸80 مربع‌های 62/۳۸ 876ظ و ۸0168 را 

رسم می‌کنيم . اگر ص 3 = ۸8 ۵ 14 = 40 و هه 15 = 80 باشد مساحت شش ضلعی 

21 رامحاسبه کنید. 

۳۷ وروی گوشه های مربعی به‌ضلع » » قطعاتی راطوری می‌بریم که یک هشت ضلعی منتظم 

بدست آید. مساحت این هشت ضلعی را محاسبه کنید. 

۵ هو مربعی باضلع ه معلوم است. روی هریک از اضلاع مربع و خارج آن ذوزنقه هایی راطوری 

رسم می‌کنیم که قاعده‌های بالائی و اضلاع جانبی آن‌ها یک دوازده ضلعی منتظم تشکیل دهند. 

مساحت این دوازده ضلعی را محاسبه کنید. 

۹ و دایره ای را با نقاط 4 »8 0۰6۰ ۴۰8 )۶ »۸ به هشت قسمت تقسیم کردہ ایم . می‌دانیم 

. است‎ u4 BBC و‎ UBC =UDE =U FP =U E4 UAB نع‎ = UEF =u PK که‎ 

اگر مساحت دایره برابر هه 289 باشد مساحت هشت ضلعی 2۳۲۸ 4861 را محاسبه کنید. 

۷ و در در ون دایره ای به شعاع ۸ یک مثلث متساوی الاضلاع هنک مربع را که دارای یک رس 

مشترک هستند محاط کرده‌ایم . مساحت مقطع این دوشکل را محاسبه کنید. 

۸ و هریک از اضلاع مشلثی را به قسمت‌های با نسبت 3:2:3 تفسیم کرده ایم . از اتصال این نقاط 

یک شش ضلعی بدست می‌آید. نسبت مساحت شش ضلعی را بر مساحت مثلث محاسبه کنید. 

۹ هو مساحت حهارضلعی 4807 برابر صا 2 است. نقاط ۴ .1.5 وع را بترتیب روی اضلاع 


Yo 


3AF:EB = 2:1 BK:KC = 1:3¢031:10 = 1:1 و4 طوری انتخاب می‌کني مکه‎ 6 0 AB 
باشد.‎ 2 ۳:2۸ = 5 


مساحت شش ضلعی 110/۴ 4 را محاسبه کنید , 


٤‏ و ساحت اشکال مرکب 

۰ ه اضلاع مثلثی برابر 200۳ 0 34و هه 42 است. نسبت مساحت دایره محاطی مثلث را بر دایره 
محاطی آل محاسبه کنید . 
۰۱ ه طول ضلع مشلث متساوی الاضلاعی برابر» است. روی یک ضلع آن به عنوان قطر, دایره ای را 
رسم می‌کنيم . قسمتی ازمساحت مثلث را که در خارج دایره قرار دارد محاسبه کنید. 
رکش ه دایره ای در مثلث متساوی الاضلاعی محاط شده است. دایره ای دیگری رسم می‌کنیم . مرکز 
این دایره بر یکی آزرئوس مثلث واقع بوده وشعاع آن نصف ضلع مثلث است. مساحت مقطع این دو 
شکل جه قسمتی از مساحت مثلث محسوب می‌شود ؟ 
YAY‏ ۾ دودایره با شعاعهای » وف(ه < )برهم مماس خارجی هستند. مماس مشترک خارجی آنها را 
رسم می‌کنیم . مطلوبست : (3) محاسبه مساحت مثلث خمیده حاصله؛ (ط) مساحت دایرۀ محاط در این 
۵۶ ه طول ضلع مشلث متساوی الاضلاعی برابر» است. گرانیگاه مثلث مرکز دايره اي به شعاع 2 
۲۸۵ ه روی اضلاع مر بعی به طول ضلع » » نیمد ایره‌هایی در خارج مربع رسم می‌کنيم بطور یکه اضلاع 

a 1‏ 7 سس عم "۳ 
مربع قطر آنها محسوب می‌شوند . مساحت شکل گلبرگی حاصل را بدست آورید. 
۲۸۹ و دایره مساوی راطوری کنارهم قرارمی‌دهیم که در کنار هریک از آنها دود ایره بصورت 
مماس قرار گیرند. هریک ازدایره ها ازطریق نقاط تماس به دو کمان تقسیم می‌شوند. کمانهای 
نزدیک بهم این دایره شکلی را بوحود می‌آورند که محاسبه مساحت آل در هریک از حالات زیر با در 
نظر گرفتن شعاع هریک از دایره‌ها برابر ۸ » مطلوب شده است : (3)2 = «؛ (ظ)4 = مء (6)0 = م 
YAY‏ و از نقطه ای واقع برروی دایره ای به شعاع 2 دووترمساوی که زاویه بین آنها برابر“ است رسم 
می‌کنیم . مساحت قسمتی از دایره راپیدا کنید که بین این دو وتر محصور است . 
۳۸۹۸ م طول ضلع شش ضلعی منتظم 05 ۸45 برابره وم رکز آن نیز نقطه 9 است. سه دایره رسم 
می‌کنيم : دایره اول به مرکز 4 از نقاط :7 و6 عبور می‌کند, دایره دوم با مرکز 8 از نقاط ۵ و٤‏ می‌گذرد؛ 
و دایره سوم به مرکز * از نقاط 0 و2 عبور می‌کند. مساحت شکلی را که دردر ون شش ضلعی با این 
دایره ها محدود شده است محاسبه کنید . 
۹ ه دودایره با شعاع های ۸ و 28 وبا مراکز,۵ ود طوری ترتیب یافته اند که طول خط المرکزین 


۷1 


آنها 17/3 2۸۴ است. مساحت شکلی را پیدا کنید که با پاره حط های مماس و کمانهای بزرگتر دایره ها 
که نقاط تماس را در آن دایره‌ها بهم وصل می‌کنند محد ود شده است . 

۰ م قاعده مثلثی برابر» وزاویه‌های مجاورقاعده برابر*45 و45 است. رأس مقابل به این قاعده را 
مرکز دایره ای به شعاع ارتفاع مرسوم ازاين رأس در نظر گرفته وآن دایره رارسم می‌کنيم . مساحت 
قطعه ای از این دایره را بیابید که در در ون مثلث واقع شده است . 

۱ ه دود ایره هم شعاع طوری ترتیب یافته اند که طول خط المرکزین آنها برابرشعاع یکی از آنهاست . 
نسبت مساحت مقطع دو دایره را به مساحت مربع محاط در این مقطع بیابید. 

۲ و در نیمدایره ای با قطر8 4 نمطه‌دلخواه 6 روی قطر 4 اختیارشده است. در نقطه ٤‏ عمود 6 
را بر قطر وارد می‌کنیم . این عمود نیمد ایره را در نقطه 2 قطع می‌کند. روی 6 4 و 08 به عنوال قطر دو 
نیمدایره در در ون نیمد ایره اول می‌زنيم . ثاببت کنید که مساحت شکل محصور با این سه نیمدایره با 
مساحت دایره رسم شده بر ر وی قطر 02 برابر است. 

۳ هو در مشلث ۰,۵86 = 8,2۸ = 8ے ون = ۸6 است. ارتفاعات 49 و 82 همدیگر 
رادر نقطه 7 قطع می‌کنند. دایره ای را بر مثلث 2 201 محیط می‌کنيم. مساحت مقطع دایره و مثلث را 
بیابید . 

۳۹ ه «ضلعی منتظمی با طول ضاع » مفروض است. « دایره را در درون این « ضلعی طوری رسم 
می‌کنيم که هریک از آنها بر دو دایره ویک ضلع « ضلعی مماس باشد. مساحت «شکل ستاره ای» 
تشکیل شده در در ون * ضلعی را بیابید. 

۲۹۵ ۵ ضلعی منتظمی با طول ضلع » مفروض است . 7 دایره را دردرود این ۸ ضلعی طوری رسم 
می‌کنیم که هریک از انها بر دو دایره ودوضلع مجاور از« ضلعی مماس باشد. مساحت «شکل 
ستاره ای » در ون ۸ ضلعی را محاسبه کنید. 


۵ ه مسائل گوناگون 
۹ و مساحت مثلثی برابرکظ» 16ومیانه‌هایم ود بترتیب برابر 1۵09 و0۳0 4است. ثا کنی دکه 
این میانه ها متعامد هستند. 
۷ ه نقطه دلخواهی دردر ون * ضلعی منتظمی اختیارشده است . از این نقطه عمودهایی را پر اضلاع 
و یا امتداد آنها رسم می‌کنيم . ثابت کنید که حاصلجمع این عمودها مقدارثابت است. 
۸ ه از گرانیگاه مثلث متساوی الاضلاع 486 حطی را به موازات ضلع 48 رسم می‌کنيم . در 
در ود مثلت روی این خط نقطه دلخواه را احتیار کرده و از این نقطه عمودهای 1 ME.‏ و ۷ را 
۱ ۱ , : 1 
بترتیب بر اضلاع 48 » ۸0 و 8€ ات . ثابت کنید که: (ME + MF)‏ << 2/0 


۲۹۹ م ثابت کنید که: = ++ . در این رابطه :»وه و۴ ارتفاعات مثلث و٣‏ شعاع 
3 2 


۷۲ 


دایره محاطی آن است. 

۰ هو درروی ضلع ۸6 ازمثلث 48€ نقطه ظ را اختیار می‌کنيم . 7 وو بترتیب شعاع دایره‌های 
محاطی مثلث های 482 و 8(٤‏ است. ۲ نیز شعاع دایره محاطی مثلث 06 اشت . ثابت کنید 
که؛ و rı‏ > ۲ 

۱ هساحت جهارضلعی محدب ۸802 براب له 3024 وطول اقطار آن برابرده 444وحت 42 
است . طول پاره خطی را پیدا کنید که میانگاههای اضلاع 48 و 62 رابهم وصل می‌کند . 

۲ هو مساحت مثلث متساوی الساقینی برابر که وزاویه بین میانه های وارد برساق های آن برابر * 
است. طول قاعده مثلث را محاسبه کنید. ۱ 

۳ و طول دوضلع ازمثلشی برابر» وه و اندازُ زاویه بین آنها برابر* است. مطلوبست محاسبة: (۵) 
نیمسازه! ؛ () ارتفاع ۸۲ 

۰٤‏ م طول قاعده مشلثی برابر» وارتفاع آن برابر است. اگرزاویة , بین اضلاع جانبی آن برابر » باشد 
مجموع اضلاع جانبی را محاسبه کنید. 

۵ ۰ هیک اززوابای شاف بان تال ووتازید دی گر ات . دراین مثلث طول ضلع کوچکتر برابر 
1و مجموع مساحت های تشکیل شده برروی دوضلع دیگر دوبرابرمساحت دایره محیطی مشلث 
است. طول ضلع بزرگتر مثلث را محاسبه کنید. 

٩‏ م از مثلثی طول دوضلع » وط(ط < »)ومساحت ؟ معلوم است. زاویه بین ارتفاع ومیانه مرسوم از 
رس مشترک دوضلع معلوم را پید! کنید. 

۷ و مساخت 5 وزاویه‌های 5 ۶ و۲ مثلثی معلوم هستند. طول ارتفاع مرسوم از راس به راپیدا 
۸ و در مثلث 48€ دایره ای محاط شده است که برضلع 48 در نقطه 7 وبرضلع 40 در نقطه ۸ 
مماس است.زاویه) 84 وشعاع دایره محاطی را پیدا کنید.با این شر که 40 = 1۲ 60:۸ 6 = BM‏ 
وآ ۲ = 6۷ باشد. 

۹ هو ساحت مستطیل 480 براب ره 48 وقطرهای آن نیز معادل «» 40 است. نقطه 0 به فاصله 
× 13از رئوس 8 و2 قراردارد.فاصله نقطه 0 را ازدورترین رأس مستطیل محاسبه کنید. 

۰ هو طول های اضلاع مشلثی با اندازه‌های» »۵ و» یک تصاعد حسابی افزایشی تشکیل می‌دهند. 
ثابت کنید که = 6۶ است. در این رابطه ‏ و 7 بترتیب شعاع دایره‌های محیطی ومحا طی است. 
۱ و طول قاعده‌های ذوزنقه ای برابر » و ۵ است. طول پاره حطی راپیدا کنید که ذوزنقه را به دو 
قطعه هم ارز تقسیم می‌کند و با قاعده ها موازی بوده و با دوضلع جانبی ذوزنقه محصور شده است . 

۲ و در ذوزنقه 48٥2‏ » در مورد یکی از قاعده‌هاه 12 3 = ۵ را دارم . نقطه/۸ را ر وی 
امتداد ی 8 در طرف نقطه 6 طوری اختیار می‌کني مکه خط / ۸ روی ذوزنقه مثلثی بوحود آورد ومساحت 


۷۳ 


این مثلث معادل یک سوم مساحت ذوزنقه باشد. طول پاره‌خط 6۸1 را محاسبه کنید . 

۳ هھ ارتفاعات 42 » 68 در مشلث منفرجة الزاویه 486 را ازرئوس 4 و 6 رسم می‌کنيم. می‌دانیم 
که مساحت مثلث 86 4 براب ره 18 مساحت مثلث £ 9 برابرقنه 2 وطول پاره خط ظ برابر 
cm‏ 3 است. شعاع دایره محیطی مثلث ۸86 را محاسبه کنید . 

4 ه ارتفاعات ۸۸ و 08 ازمثلث منفرحة الزاویه ۸86 ازرئوس 4 و 6 رسم شده اند . می‌دانیم که 
مساحت مثلث 486 برایر 00۳ 64 ومساحت مثلث 898 براب ر 0208 16 است. طول پاره خط 5 ظ را 
محاسبه کنید» با این شرط که شعاع دایره محیطی مثلث ۸860 برابرتد» 3 ۷ن1 باشد 

۵ هھ روی اضلاع 42 و ۸6 ازمثلث 486 با مساحت*0ه 6نقاط ۶ و۸ را بترتیب طوری انتخاب 
می‌کنيم که 2:3 = 4:8 3:39 = 11:011 4 باشد. خطوط 0 و8۸1 همدیگررا در نقطه 2 قطع 
می‌کنند Ss‏ تا خط SR AB‏ باشد طول 4 را محاسبه E‏ 

۹ م درمثلث متساوی الساقین 48٥0‏ 6۱ = 48) نیمساز دا 4 رارسم می‌کنيم را گر کے SA‏ 
و وک = ووه باشد 46 راپیدا کنید. 

۷ هو در مثلث 48٤0‏ » نقطه ۸ مرکز ارتفاعی است. اگر هه 13 = وه هه 44 = 8 و 
۳ 15 = 6 4 باشد طول پاره‌حط 27 4 را پیدا کنید . 

۸ مرکز دايره محاطی در صثلثی را به رئوس مثلث وصل می‌کنيم . درنتیحه سه مثلث بدست میآید 
که مساحت های آنها برایر 6۲۴ 2 13 و« 15 می‌باشند . طول اضلاع مثلث اصلی را بیایید . 
۹ هو درمثلث )48 می‌دانيم که 80:۸40<8 و*<6 2 است. روی 48 نقاط ظ و ۶راطوری 
احتیارمی‌کنيم که 110 611 ظع = 24C0‏ باشد. تسیر تایه کنید. 

۰ هو درمثلث ۸10 میانه 87 رسم شده است ا = 6۰,۸ = 4€ 00۴ = BAC‏ باشد 
نسست شعاع دایره محیطی مثلث 482 را بر شعاع دایره محاطی مثلث ۸6 محاسبه کنید. 

۱ هو در مئلت ۸416 می‌دانیم که 3 =arctan VÎ gac: BOS‏ 7۸ است . روی ضلع 
4€ نقطه 2 راطوری اختیار می‌کنیم که ٤1‏ = 6 ۸4 باشد. نسبت مساحت دایره محیطی مثلث 67 4 
را بر مساحت دایره محاطی مثلث 482 محاسبه کنید. 


در اینجا مفاهیم تقارن مرکزی و نیز ترکیب تقارن های مرکزی را بوسیله مشال هایی مورد ملاحظه قرار 
می‌دهیم . 

مثال ۱ ه از نقطه ای واقع در در ون دایره ای وتری را رسم می‌کنيم که توسط نقطه مز بور نصف شود. 

حل ه دایره متقارنی رانسبت به دایره مز بور حول نقطه مفروض رسم می‌کنيم . وتر مشترک دو دایره» وتر 
مطلوب خواهد بود . 


۷ 


مثال ۲ ه پنج ضلعی ای رسم کنید که میانگاه‌های اضلاع آن معلوم است. 

حل ه میانگاه‌های اضلاع پنج ضلعی را با۸ 2 » 0 ون نشان می‌دهیم. نقطه دلخواه 4 را اختیار 
کرده و ترکیب تفارن های مرکزی یر2 ۰ ج2 ۰ ۰2 20 * 2 را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم. 

این ترکیب نسبت به نقطه 4 چه کاری انجام می‌دهد ؟ اگراین ترکیب را باق نشان دهیم آنگاه 

4 = (4) 8 خواهد بود (شکل ۷۲). اگر (4) و2 = (4) ہر2 ۰ 2 ۰ م2 فرض شود آنگاه 
4 = (4) و2 » و2 ۰ ۾ 2 خواهد بود. متوازی الاضلاع های 26 ۸1۸و 50112 را رسم می‌کنيم 
ضلعی مطلوب بدین ترتیب بدست می‌آید. دومثال از کار برد تقارن محوری را مورد ملاحظه قرار 
می‌دهیم . 


شکل ۷۲ 
مثال ۳ و دودایره:۵ و دلا و خط مستفیم [ مفروض است. یک مثلث متساوی الاضلاع راطوری رسم 
کنید که دورس آن روی دودایره ورأس سوم آن نیز متعلق به خط مفروض باشد (شکل ۷۳). 
حل ه فرض کنید که ۸۵۸40 مثلث مطلوب باشد . از آنجا که ارتفاع 41 از مثلث متساوی الاضلاع 
40 خط لی وارد از ایرو تقاط 8 6 یت انم کیا معوارن مود وروی دآنن‌فای 
مفروض ۵ و ۵2 واقع خواهند بود. 
از آنحا که نقطه ‏ به دایرهو9 متعلق بوده و نسبت به حط 1 متقارن نقطه 8 از دایره:۵ است از اینرو نقطه 
6 نیز به تصو یر متقارن دایره ۵ا نسبت به خط 7 متعلق خواهد بود . درنتیحه 6 نقطه مشترک دایرهوهاو 
تصو یر دایره۵ نسبت به محور 51 خواهد بود. بدین ترتیب با رسم دایره ۵ که متقارن دایره و نسبت به 
محور 7 است» نقطه 6 بدست می‌آید. نقطه ‏ تصو یر متقارن نقطه 6 نسبت به محور تقارن 1 بوده و 
تصو یر نقطه 4 نسبت به این محور نیزبرر وی خود منطبق می‌شود. 
بنابراین برای رسم مشلث مطلوب به ترتیب زیر باید عمل کنید: (1) تصویردایره:۵ را نسبت به محور 
تقارن ,که پیدا کنید؛ (2) نتقاط تقاطع دایره ها یه ووه‌را بیابید؛ (3) روی دایرهره تصاویر نقاط 
تلاقی دایره های :۵ وو هرا بدست آورید؛ (4) مثلث متساوی الاضلاع ABC‏ را رسم کنید که رس ۸ 
ان نیز به حط ‏ 8 متعلق است. 
اگر دایره های:۵ وومتقاطع باشند د رآنصورت مسئله چهار جواب خواهد داشت . اگر دایره‌های: و 
وبر هم مماس باشند مسئله دوحواب بیدا می‌کند. درصورت انطباق دایره ۵ بر دایره و۵ مسئله‌دارای 
بینهایت جواب خواهد شد. در صورت فقدان نقطه تقاطع برای دایره‌های:۵ وو مسئله فاقد جواب 


۷۵ 


می‌شود . 


مثال ٤‏ ه روی قط 48 از نیمدایره ای نقطه ۶ وروی محیط آن نقاط 1)01[ و[ »,را طوری انتخاب 
می‌کنيم 2M, PBaS‏ = 1۸و ,2۸۷ = ۸4 2۷ باشد. 
ثابت کنید که نقطه 0 » محل تلاقی وترهای ۸17 و 11:1۷ به خط عمود مرسوم از برقطر 48 متعلة 


است (شکل ؟ ۷). 


شکل ۷ 


حل ه ۲ و۷ متقارن نقاط ۸1 و۷٩‏ را نسبت به خط 4 پیدا می‌کنيم. نقاط ۷4 ۳ ورالروی‌یک خط 
و نقاط 2.۷ و ر نیزر وی‌یک خط دیگر قراردارند .دایره ای را می‌توان‌بر جهارضلعی,/1 0۸ محیط 
کرد. از اینرو ۸10 ۷ے = ,0۳/۷ خواهد بود. حال جهارضلعی 1 ۳0۷ را مورد ملاحظه قرار 
می‌دهیّم که دارای همان ویژگی بالاست: ۲۸0-< 20 ۷ے . از تساوی مشلث های 170 و 
۵ نتیحه می‌شود که 2۷,۳0 = ۸82۷۴0 1 20 است. 

مثال ۵ همثلث متساوی الاضلاعی رسم کنید که یک رأس آن بر نقطه معین 4 ودورأس دیگرروی دو 
دایره معلوم قرار داشته باشد . 

حل ه یکی از دایره ها را حول مرکز دوران 4 وبا زاویه*60 دوران می‌دهيم. نقطه تلاقی دایره دیگر با 
دایره رسم شده رأس دوم مثلث مطلوب خواهد بود. 

مثال ٩‏ ه روی اضلاع 4 و٤8‏ از مثلث 41906 مربعا ت49761۷ و 8002 رارسم می‌کنیم. مرکز 
آنها را با0 و0 میانگاه ضلع 46 را با ومیانگاه پاره خط 1/8 را با 2 نشان می‌دهيم. شابت کنید 
که چهارضلعی 010,۳ یک مر بع است. 

حل ه حالتی را درنظر بگیرید که مربعها در بیرون مثلث ۸486 رسم شوند. 


۷۹ 


توحه دار یدکه ترکیب "37 ۰ "670 نقطه4 را به نقطه € انتقال داده وازاینروا 1 ۰6 ۸5 
بطریق مشابه "712۳ = ,۰710 و136 بوده و از اینرومثلث و000 نیزقائم‌الزاویه متساوی الساقین 


در حالتی که مربع ها به سوی داخل مثلث رسم می‌شوند نیز مسئله به روش مشابهی حل می‌شود (شکل 
۷۵۵). 


شکل ۷۵ 


(2) 


درذیل جند مثال در مورد کار برد «انتقال » مورد بررسی قرار می‌دهیم . 

مثال ۷ و دوخط موازی2 و9 را خط سوم ۶ قطع کرده است . مثلث متساوی الاضلاع با طول ضلع معین 
راطوری رسم کنید که رئوس آن به خطوط » ٩‏ و ٤‏ متعلق باشد (شکل <۷). 

حل م از نقطه اختیاری: 4ر وی خط ٩‏ دایره ای به شعاع برابر با طول ضلع مثلث رسم می‌کنیم . این 
دایره خط ۲ را در نقطه) قطع می‌کند , مثلث متساوی الاضلاع و6 ,4,3 را رسم می‌کنيم , از نقطه 8 
“e ۰ ۳‏ و ۰ r‏ 
خط مستقیم را به موازات 7 رسم می‌کنیم . نقطه تقاطع خطوط ۵ و 5 را باق نشان می‌دهیم . انگاه 
مثلث 8,0 ,شرا به‌اندازه ۲ که برابر3 ,- ۷ انیت انتقال می‌دهیم . مسئله می‌تواند دارای دو حواب» 
یک جواب ويا فاقد جواب باشد. 


3 


B B, 


۸4 4 5 
شکل ۷ 


مثال ۸ ه دو دایره ره وږو حط مستقیم 7 مفروض اند. حط مجن به موازات خط 1 طوری رسم 


۷۷ 


کنید که دایره های ص ووههر وی آن وترهای مساوی درست کنند (شکل (VY‏ 

حل هفرض کنید که خط ا روی دایره‌های مفروض وترهای مساوی 48 و8 4را حدا کند. در این 
حالت نقاط 4 وش 8 و را می‌توان متناظر به انتقال جم1 مسورد ملاحظه قسرار داد که در آن. 
,00 برداری است که مہدأ آن ,0 یعنی e‏ ا 0 مرکز دایره ر خحواهد بود, 
بدلیل اینکه نقطه 4 تصو یر نقطه 4 از دایره ۵ است از این و نقطه 4 به تصو یر۵ متعلق خواهد بود . 
بنابراین نقطه 4 نقطه مشترک دایره هایے هو هدر 
E‏ 

دررسم نقطه 4ء پیش نگا رآن را روی دایره رن پیدا 
می‌کنيم و آنگاه خط "44 , همان خط مطلوب خواهد 
بود. اگر دایره :۵ بر دایرهوه‌منطبن باشد مسئله دارای 
بینهایت جواب خواهد بود. در هم حالات دیگر مسئله شکل ۷۷ 


بیش از یک حواب ندارد. 

درمثال های زیر حگونگی کاربرد «انتقال متحانس» بررسی می‌شود. 

مثال ٩‏ ه در ذوزنق» 4801 اقطار ۸6 و 80 درنقطه 7 همدیگررا قطع می‌کنند (48و 6 
قاعده‌های ذوزنقه هستند).مساحت های مثلث های 4107 و27( را بار ٩‏ و کو مساحت ذوزنقه را با 
5 نشان می‌دهیم. 

ثابت کنید که بین این مساحت ها رابطه 5 ۷ = وگ ۷ + ,8 ۷ برقرار است (شکل ۷۸). 

حل همحل تلاقی خط 48 وخط مآربر 6 به موازات 8 را 


۵ 1 
ئشان مىدهيم. AS:‏ 
مساحت مثلث ۸0/۷ باگ » مساحت ذوزنقه مفروض برابراست. یلیر 


خط 8۳ را به موازات 4€ رسم مي‌کنيم . مساحت مثلث 3۷ شکل ۷۸ 


دارگ » مساحت مثلث»6 011 برابراست .مثلث‌های8 1 4 و ۷ 

با نسبت های ۴ و وت محانس مثلث ۸02۷ هستند وبین این نسبت ها رابطه .4 ون ب وت برقرار 
است. ولی 2 ا کڪ ا = و را داریم و از اینر و5 ۷ = وگ ۷ + ,8 /1 خواهد بود. 
مثال ۱۰ ه در مثلث 4860 دایره ای محاط شده است که برضلع ۸3 در نقطه 1[ مماس است. نقطه ۸1 
را انتهای قطری از این دایره در نظر می‌گیریم که انتهای دیگ ر آن بر نقط ه۸1 منطبق است. ثابت کنید 
خط ,61 خط 48 را در نقطه و6 قطع می‌کند بطور یکه و860 + 90 = ,40 + 4€ را داريم. 


(شکل ۷۹) 


۷۸ 


شکل ۷۹ 


حل و بردایره مماسی در نقطه1رسم می‌کنيم و این مماس 40 را درو شو 8€ را درو9ظ قطع می‌کند . 
آنگاه بدیهی است که BM,‏ لد CB,‏ ج 4۱ + ,04 خواهد بود. 

همجنین از این حقیقت که مثلث های :4:6 0 4 متحانس هستند استفاده می‌کنيم. دلیل این 
امر این است که 8 4 و8 شبر قطر ,۲۸ عمود بوده و از اینر و ۸4۱ 1 AB‏ خواهد نود . 


نقاط انتهایی آن به خط مستقیم وپاره خط مفروض متعلق بوده و نقطه 0 وسط آن باشد. 

۳۳۳ و در مثلت ۸6 میانه های ر 4 4 رظ و CO,‏ ای توت E‏ 

نقاط ۲ » 0 و۸ میانگاه پاره خم های۸1 11.4 8 و 67 است . ثابت کنید که:0۵ظ = ۸418,٥‏ 

6 و مثلثی رارسم کنید که طول دوضلع و میانه وارد برضلع سوم آن معلوم است. اگر طول دوضلع 

مثلث برابر » وه باشد» طول ميانة آن در جه محدوده ای تغییر می‌کند ؟ 

۵ هنقاط / ۶۷ و میانگاه پاره حط هایی هستند که‌یک سر آنها بریکی ازرئوس متلث ۸86 و 
م2 7 و اوه ۳ 

سر دیکر آنها بر نقطة تقاطع میانه های این مثلث منطبق است. ثابت کنید مثلئی که رئوس آن محل 

تلافی خحطوط موازی اضلاع مثلث 6 4 بوده و تقاط ]1 7۷ وروی اضلاع آن قراردارد با مثلث 

60 برابر است. 

٩‏ و دو دایره ونقطه ۴ مفروض اند. متوازی الاضلاعی راطوری رسم کنید که رئوس آن به 

دایره های مفروض متعلق بوده و نقطه ۲ محل تلاقی اقطار متوازی الاضلاع باشد . 

۷ و پاره عطی از محل تلاقی اقطارمتوازی الاضلاع ABCD‏ عبو ر کرده وروی اضلاع آن 

پاره‌عط های 8 و ظ را حدامی‌کند, ثابت کنید این اره حط ها برابر هستند, 

CD» BA ۹‏ رال دایم ور و طوری رسم می‌کنیم که B4‏ و 

CB‏ همدیگر را قطم نکرده وروی دوطرف 90 واقع شوند . ابت کنيد که 4 و 02 به یک حط 

متعلق بوده و 04 = 10 است . 


۷۹۵۹ 


۰ هیک شش ضلعی را که اضلاع متقابل آن موازی هستند بریک دایره محیط کرده ایم . ثابت کنید 
که اضلاع متقابل آن باهم مساوی هستند . 

۹ و اضلاع متقابل شش ضلعی محدب 48098۶ دوبدوموازی ومساوی هستند. مساحت 
مثلث 402 چه قسمتی ازمساحت شش ضلعی است؟ 

۲ هنتاط 4 و8 روی یک دایره ونقطه ۸1 روی یک خط مفروض است. روی دایره نقطه ۲ را 
طوری پیدا کنید که خطوط ×4 و ×8 خط 1 رادر نقاط هم‌فاصله از 14 قطع کنند. 

۳ و از نقطه 1 که‌روی اضلاع مثلث 6 ظ4 وار قاط راطوری رسم کنید که مشلثی با 
حداقل مساحت ممکنه بدست آید . ۱ 

4 دی یک ای مو یه را ی وف رای 
هستند. ثابت کنید که اضلاع متقابل آن دو بدو مساوی هستند . 

۳۵ وه مثلث 480 ونقطه × مفروض است . متوازی الاضلاع 0 5 27 وسپس متوازی الاضلاع 
2 را رسم کنید. ثابت کنید که تبدیل متحانس نقطه × را به نقطه 2 انتقال می‌دهد . نسبت و 
مرکز این تجانس را بيابید. 

۲ دریک چهارضلعی, متوازی الاضلاعی را طوری محاط کنید که دورس آن ثابت وبه (۵) 
اضلاع مقابل (ظ) اضلاع محاور جهارضلعی متعلق باشد. 

۷ هو میانه 0۸1 از مثلث 46 با اضلاع 6 و 26 بترتیب زاو یه های » و 8 تشکیل می‌دهد. اگر 
6 > 40 باشد کدامیک از این زاو به ها بزرگتر از دیگری است؟ 


۲ ه تقارن نسبت به خط مستفیم 
۳۳۸ هیک پنج ضلعی راطوری رسم کنید که: (8) یک محور تقارن؛ (ظ) بیش از یک محور تقارن 
داشته باشد . 
۵۹ هھ از نقطه معینی خطی راطوری رسم کنید که دو حط مفروض را با زاو یه‌های مساوی قطم کند. 
۰ هو مثلثی رارسم کنید که طول یک ضلع» تفاضل دوضلع دیگر» وزاویه بین ضلع اول وبزرگترین 
دوضلع دیگرمعلومباشد. 
۱ و مثلثی رارسم کنید که طول دوضلع وتفاضل دوزاویه مقابل به آنها معلوم است. 
۲ و نفطه/۸ در در ون زآویه منفرجه ای مفروض است. مثلث ۸148 راطوری رسم کنید که رئوس 
4 وظ آن روی اضلاع زاویه واقم شده و محیط آن مقدار حداقل ممکنه را داشته باشد . 
۳ و جهارضلعی محدب 402 راطوری رسم کنید که فقط دارای یک محورتقارن 82 باشد. 
٤‏ هھ آیا می‌توان پنج ضلعی ای رسم کرد که قطری از آن ر وی یک محو تقارن قرار بگیرد. 
۵ هو ثابت کنید که دریک جند ضلعی منتظم با تعداد روس فرد که دارای جند محور تقارن است 


۸۰ 


هیچیک از اقطار نمی‌تواند محورهای تقارن قرار بگیرند. 

۱ و مثلثی رارسم کنید که یک زاویه» یک ضلع مجاور به این زاویه وتفاضل دوضلع دیگر از آن 
معلوم است. 

۷ ه مثلثی را رسم کنید که مقدار ناصفرتفاضل دوزاویه وطول دوضلع مقابل به این زوایا از آن معلوم 
است . 

۸ دو دایره متحدالمرکز مفروض اند. یک لوزی (متفاوت با مربع) رسم کنید که در آن (۵) دو 
رأس به یک دایره ودورأس دیگربه دایره دیگر؛ (ظ) سه رأس به یک دایره ویک رأس آن» به دایره دیگر 
متعلق باشد. 

۹ هو مثلت 8€ 4 رارسم کنید که سه عمود منصف آن یعنیظ ‏ 9 و٣‏ معلوم هستند. 

۰ هو دردایره مفروض مثلثی را محاط کنید که اضلاع آن با سه خط معین موازی باشند. 

۱ هھ بر مثلث 486 دایره ای محیط شده است که نیمساز زاو یه ٤‏ را در نقطه 41 قطع می‌کند. عمود 
را از مرکز ارتفاعی ۸ مثلث بر نیمساز زاو یه عبور می‌دهیم بطور یکه نقطه ظ به م1 متعلق باشد. ثابت 
کنید که: 6 وم = 6:61 

۲۴ هو در دایره‌ای به مرکز0 حهارضلعی 4802 محاط شده است. خط های 0۸ 0۸ و 07 و 
0 را طوری رسم می‌کنيم که ٩)1‏ ۲ و میانگاه اوتار 48 » 8٥‏ » 60 و04 باشد. ثابت کنید 
که: "1۵ د 600 + ZMON‏ یا ۳04 = ۷رد ۶.۸ 

۳ هو جهارضلعی ۸801 بر دایره‌ای به مرکز 0 محیط شده است. 

ثابت کنید که: 180° = 200۱ ۰1 2۸۷۱۷ 

6 هدر دایره مفروضی یک پنج ضلعی را محاط کنید که اضلاع آن با پنج خط معینی موازی باشند, ` 
۵ وروی میز مستطیل شکلی. تو پی قرار دارد. در چه جهتی بایستی به آن ضر به بزنیم تا بعد از 
برخورد به دیواره‌های میز دو باره در مسیر حرکت اولیه قرار بگیرد ؟ 

٠‏ ۳۵۹ هثابت کنید که نقطه تلاقی امتداد اضلاع جانبی یک ذوزنقه متساوی الساقین» نقطه تلاقی 
قطرها ونیزمیانگاههای قاعده‌های آن روی یک خط مستفیم قرار دارد. 

۷ هو ابت کنید که خط واصل میانگاههای دو وتر موازی در دایره از مرک آن می‌گذرد . 

۸ هو دایره ۶ دو دایره متحدالمرکز :۴ وورا بترتیب در تقاط 4 و8 قطم می‌کند. ثابت کننید که 
وترهای ۸ و 069 موازی هستند . ۱ 

۹ و سه دایره مساوی دارای یک نقطه مشترک هستند. ثابت کنید که دایره دیگر مار بر نقاط تقاطع 
نکر ایو سد دای ادان هایستروض مساو اسب : 

۰ وروی یک صفحه چهاردایره مساوی دریک نقطه مشترک بوده و برای بار دوم محوری درشش 
نقطه با همدیگرمتقاطع هستند. ثابت کنید که هریک از دایره ها ازسه نقطه از شش نقطه مز بور عبور 


۸ 


7 

۷۱ و زوی مفجه ای :یک قط ویک ندز جازی این حط مشرومی زا . مکان هندسی مرکز 
مثلثی را پیدا کنید که یک رأس بر نقطه ورس دیگر آن روی خط مفروض قرار دارد. 

۲ و برروی صفحه‌ای, یک خط مستقیم ونقطه ای در خارج آن مفروض است. مکان هندسی 
رس سوم مثلشی را بیابید که یک رس آن برروی نقطه ورس دیگر آن برروی خط مستثیم مفروض 


قراردارد. 


۳ دوران 

۳ ممریع 2 رارسم کنید که 0 مرک زآن و دو نقطه 17 و۸ متعلق به اضلاع ۸48 و 46 ازآن 
معلوم هستند و 0۸ ج 017 است. 

۵ ه مثلث متساوی الاضلاعی را طوری رسم کنید که یک رأس آن پر نقطة معو 0 ودورأس دیگر 
آن بر دو دایره معلوم دیگر منطبق باشد . 

۵ ه از نقطه واقع دردر ود دایره ای وتری با طول معلوم رسم کنید. 

۹ وروی اضلاع 86 » 4 و 48 ازمثلث متساوی الاضلاعی بترتیب نقاط ۸)۸1 و ع مفروض 
هستند . می‌دانیم که + = ۲:88 4 = 0:۸ = 81/:8/0 است. (۵) ثابت کنید که ۸86 یک 
مثلث متساوی الاضلاع است ؛ (۲) اگر ه = 860 و2 = ۶ باشد ۸/۸ رامحاسبه کنید. 

۷ هو روی اضلاع 20 > ۰0 24 و ۸8 آزمربع 4801 نقاط ۰0.۳ 8 5 بترتیب مفروض 
هستند . می‌دانیم که = ۸:58 = RA‏ :و = 00:09 = 2۳:۳0 است. 

(ه) ثابت کنید 2085 یک مربع است. (ظ) اگر ۾ = 48و3 = ۸باشد 20 رامحاسبه کنید. 

۸ وروی اضلاع 48 و7 ازمشلث 480 دومربع هم‌سوی 4816۷ و 8008 رارسم 
می‌کنيم. مراک زاین مر بعات را با:0 وو۵ نشان می‌دهیم. میانگاه ضلع ۸40 را × ومیانگاه پاره خط ۸۷۶ 
را[ می‌نامیم. ثابت کنید که چهارضلعی ,0,1,0 یک مربع ۳ 

۹ هو منلت های کا بای ,46 وره04 8 راروی اضلاع 6 ۸ و 20 ازمشلث 4۸80 ودر 
خارج آن رسم می‌کنيم . اگر/۸ میانگاه ضلع 8 وه مرکز مثلث ,08 4 باشد زوایای مثلث ۸14,0 را 
بیاپید. 

۰ و ر وی امتداد اضلاع مثلث قائم الزاویه 48٥‏ پاره حط های ۸0 و 2 4 را بترتیب برابراضلاع 
8 و 4٩‏ از مثلث 486 جدامی‌کنيم. ثابت کنید خطی که شامل میانه ۸17 ازمثلث ۸86 است 
بریاره حط ع( عمود است. 

۱ و مربع ۸800 مفروض است. درمرکز این مربع دوخط را (متفاوت با اقطار ۸6 و 82 ) بر هم 


AY 


عمود رسم می‌کنیم . از تقاطع این خطوط با مربع چهار چهارضلعی بدست می‌آید. ثابت کنید این 
چهارضلعی ها باهم مساوی هستند. 

۲ ه از م رکز ۵ مر بوط به مثلث متساوی الاضلاع ABC‏ دوعط مستقیم رارسم می‌کنيم که زاویه بین 
آنها 60° است. ثانت کنید که قطعات این دو حط واقع در در ون مثلث دوبدوباهم مساوی اند. 

۳۴ ه مثلث متساوی الاضلاعی را طوری رد م کنید که یکی ازر ئوس آن بر نقطه۳» رأس دیگر به حط 
» ورس سوم به خط 6 متعلق باشد. 

6 و مربع های ۸8۸۲۸۲ و ۸60۳ راروی اضلاع 48 و 46 ازمثلث 486 ودر خارج آن رسم 
می‌کنيم. ثابت کنید که ۸26 بر 8 عمود است. 

۵ هھ دومر بع هم سوی ۸/0 و7۷1۲ رارسم می‌کنيم . ثابت کنید که دوخط 1 و 7۲۲ 
متعامد هستند. 

۷۹ وروی اضلاع 48 و 86 از مشلث 486 شرا درا و2 طوری رسم می‌کنیم که 
نقاط 6 و( دریک طرف 48 » ونقاط 4 و در دوطرف ضلع 6 قرارداشته باشد. ثابت کنید که 
زاویه بین خطوط ۸0 و برابر 45° است. 

۷۷ همربع 480 رارسم کنید. مرکز 0 ودونقطه ۷ و7 متعلق به اضلاع 80 و 02 از این مربع 
معلوم هستند و 0 عد 027 است. 


۱ ه انتقال‎ ٤ 

۸ و جهار نقطه 4 2 6 و مفروض آند. جهار خط موازی »۵۰ »۰ وه بترتیب طوری از این نقاط 
عبوردهید که فاصلةً بین خطوط » و و با فاصله بین حطوط » و ه برابر باشند. 

۹ ذوزنقه ای را رسم کنید که اقطار وزاویه بین آنها ونیزطول یک ضلع از ذوزنقه معلوم باشد . 

۰ هھ ثابت کنید اگردرذوزنقه ای خط واصل میانگاه‌های قاعده‌ها با امتداد اضلاع جانبی آن 
زا یه های مساوی تشکیل دهد در آن صورت ذوزنقه مفروض متساوی الساقین خواهد بود . 

۱ و دودایره مساوی در خارج هم در نقطه ۶ مماس هستند. خط قاطعی به موازات خط المرکز ین » دو 
دایره را در نقاط 4 )8 ٥»‏ و2 فطع می‌کند. ثابت کنید که اندازه زاویه 6 4 مستقل از انتخاب قاطع 
است. 

۲ هو مساحت ذوزنقه ای را با معلوم بودن طول همۀ اضلاع آن تعیین کنید. 

۲۳ و روی دایره‌ای بام رکز 0 نقاط 4 » 8 و6 طوری انتخاب شده‌اند که 60°= 80€ = 08 4ے 
است. ثابت کنید که فاصله نقطه # از قطر دلخواهی ازدایره با مجموع یا قدرمطلق تفاضل فواصل نقاط 
4 و6 از این قطر برابر است. 

6 هھ از نقطه ٨1‏ واقع در خارج دایره » » حط مستقیم«را طوری رسم کنید که دایره د را در دو نقطه 


AY 


4 و2 باشرط 8۸1 = 8 قطع کند. 

۵ هو جهار دایره مساوی ره )ید وه و قا عبور کرده و نیز همدیگررا محموعاً درشش نقعله 
قطع می‌کنند : ۰ نقطه تقاطع ره ور وو 4 نقطه تقاطع دایره هاده وه و ... ووه 4 نقطه تقاطع 
دایره‌های وه ووه است. ثابت کنید که پاره خط های وړ 4ور 4 ۸:41 وہ 4ر4 دارای میانگاه مشترک 
هستتد , 

٩‏ امتداد اضلاع جانبی ذوزنقه‌ای برهم عمود هستند. ثابت کنید خط واصل میانگاه‌های 
قاعده‌ها در این ذوزنقه با نصف تفاضل قاعده‌ها برابر است. 

AV‏ ۾ مجموع قاعده‌های ذوزنقه ای برابر مه 21 وطول اقطار آن برابر 0 13 و مع 20 است . مساحت 
این ذوزنقه را محاسبه کنید. 


۸ ه طول خط المركزين دودایره متقاطم هم شعاع ENE XB‏ مر 
برابر» است. خطی را که به موازات خط المرکزین رسم SS‏ 
کرده ایم دایره اول را در 4 و 8 ودایره دوم را در ٥‏ ودا قطع 

می‌کند . طول پاره حط) 4را محاسبه کنید (شکل ۸۰) شکل ۸۰ 

۹ه چهارضلعی ۸802 رارسم کنید که طول اضلاع و نیز طول پاره خط .۸7 از آن معلوم است. 
این پارهخط میانگاه‌های اضلاع 42 و 26 رابهم وصل می‌کند. 


۰ و اقطار ذوزنقه ای با قاعده‌های ۾ وه بر هم عمود هستند. ارتفاع این ذوزنقه جه مقادیری می‌تواند 


داشته باشد؟ 


۵ ه تبدیل متجانس 
۱ هو ثابت کنید دررمثلث 486 نقطه ۷ محل تلاقی میانه‌ها, نقطه 7 محل تلاقی ارتفاعات و 0 » 
مرکز دایره محیطی مثلث برروی یک خط (خحط اور ) واقع بوده و گس 98 است. 
۲ هو زاویه ۸86 ونقطه ۷ در درون این زاویه مفروض است. از نقطه ۸7 خطی راطوری رسم کنید 
که قطعه ای از این خط که در در ون زاویه قرار دارد توسط نقطه ۸7 به نسبت 2 تقسیم شود . 
۳ هھ از 7 نقطه تماس دایره های ۸ و 5 دوقاطع # و 1 راطوری رسم می‌کنیم که دايرة ۴ را در نقاط 
4 و 2 (همحنین در نقطه /1) ودایره 6 را در نقاط 6 و ظ قطع کند. ثابت کنید که پاره‌خط های 48 و 
0 موازی هستند . 
٤‏ هو از نقطه تماس دودایره خط دلخواهی راعبور می‌دهيم تا دایره‌ها را قطع کند. ثابت کنید شعاع 
مرسوم از مرا کز دایره‌ها به این نقاط تقاط باهم موازی هستند . 
۵ هو سه پاره خط نامساوی 972 0 و 26 را به موازات هم رسم می‌کنيم . ثابت کنید نقاط تلاقی 
P‏ و۸۲۵ MR‏ و NS‏ 2 و 05 روی یک خط ونقاط تلاقی 170 و2 08 و P5‏ ۸1 و 


A4 


5 نیزروی یک خط دیگر قرار دارند (شکل ۸۱) 
۹ م دودایره در نقطه ۸ مماس داخلی هستند. قاطع » دایره ها رادرنقاط ۸2  ,‏ و0 با همان 
ترتیبی که درشکل ۸۲ ملاحظه می‌کنید قطع می‌کند. ثابت کنید که: 2۳۸0 = ۰۸/۸ 


شکل ۸۲ 


۷ هو جند پاره حط مفروض اند. این پاره حط ها دریکی از نقاط انتهایی مشترک بوده و نقاط انتهایی 
عم س ور 2 
ثابت کنید که نقاط تقسیم آنها روی یک خط قرار دارند. 


بخش ٦‏ ه بردارها 
جمع بردارها ۾ حاصلجمم دوبرداره وط با مختصات .و۵ وط 0 بصورت بردار » با مختصات 
و + وه و5 + و0 تعریف می‌شود. بعنی داریم: 

(وb‏ + وه b (by, ba) = e (a + by,‏ + (وه a (a,,‏ 
به ازاء تمام بردارهایی بصورت (وه بو6) 6 «(و] مون) ط»(وے ,,4) 8 تساوی‌هایه + طط a+‏ 
و 6 د (ط + ه) = (0 + ظ) + 4 برقرار هستند. 
فاعذه فلت ود شود هه هت ود تساو 6 4 موب و ف یره ار اه 
قاعده متوازی الاضلاع ه اگر 7612 ۸4 یک متوازی الاضلاع باشد آنگاه ۸6 < ۸8 + ۸4 خواهد 
بود . 
ضرب برداردریک عدد وضرب بردار (و8 ,ی8) درعدد ۸ بصورت بردار (وژ ,۸41) یعنی 
(وھ۸ بیق) = 2 (وه ب,رع) تعریف می‌شود. طبق تعریف (و۵ ,رھ) 2 = 2 (وه ,4) است. 
به ازاء هر بردار 8 و اعداد ۸ و ما رابطه مس + ۸۵ = ھ ( + ۸2)برقرار است. 
به ازاء بردارهای و۲ وعدد 2 نیز ط۸ + ۵ = (ط + )a‏ 2و| ۱۱۵ ۱2 =| 8 |را داریم. 


۸۵ 


حهت بردار ۸4 به ازاء 0 < ٩‏ با حهت برداره با شرط 0 << 2 یکسان بوده وبا شرط 0> 2 با حهت 
بردار ۵ مخالف خواهد بود. دو برد ار ناصفر در صورتی همخط خوانده می‌شود که برروی یک خط یا 
دوخط موازی قرار داشته باشند. اگر (وظ ,و) ظ || (وه «ی) ۵ باشد آنگاه ع 3 واه نو 
عکس این قضیه نیز درست است. برداریکه برداری بطول یک واحد است. بردارهای یه ای که در 
جهت نیم محورهای مختصاتی مشبت قرار دارند بردا,رهای پایه نامیده می‌شوند. آنها را روی محورت ها 
با(0 ,1) ,۴ وروی محور لها با (4 ,0) و6 نمایش می‌دهند. هر برداری مانند(وه ,و۵) ۵ را می‌توان به 
شکل ۵2€ + ر۵8 < بیان کرد. 

حاصلضرب اسکالر (درونی) دوبرداره حاصلضرب در ونی بردار(وه ,ر4) ۵ در بردار(ه0 ,ر) ط بصورت 
عدد ونر + 0ر تعریف می‌شود . روابط *| 2 | = ج ,*2 = ۵۰8 را نيزداريم. 

در مورد هرسه بردار مانند (وه بو۵) 8 (و0 بوت) نو (و» بیه) e‏ تساوی 0ط ج موعده (ط + ه)برقرار 
است. زاویه و و46 بصورت زاویه 840 تعریف می‌شود. زاویه بین دو بردار ۵ 
وط بصورت زاویه بین بردارهایی تعریف می‌شود که با این بردار مساوی بوده ودارای مبدا مشترک 
هستند . زاویه بین دو بردار هم حهت برابر صفر در نظر گرفته می‌شود . حاصلضرب در ونی دو بردار با 
حاصلضرب قدرمطلق آنها در کسینوس زاویه بین آنها برابر است. 

اگرط ل هھ باشد آنگاه 0‏ ط۰ھ وبا شرایط0 غو ھ و 0 خد ظ اگر 0 = ط۰ھ باشد آنگاه ظ ۸ ۵ 
خواهد بود. 

ساختار جبر برداری» برای حل مسائل گونا گون هندسی ابداع روش خاصی را ممکن می‌سازد. با وجود 
این بايد به خاطرداشته باشیم که این روش کلیت ندارد ومی‌تواند در موارد معینی نیزعملی نباشد. در 
جدول صفحه بعد مثال هایی ا زکار برد ز بان‌برداری‌درصورت بندی و اثبات‌گزارۀ هندسی معین یا محاسبة 
کمیت های هندسی ارائه شده است. .خوانند گان توجه. داشته باشند که سه مورد اول جدول ادر بارهۀ 
مسائل مستوی وسه مورد آخر آن نیز دربارۀ مسائل متر یک بکار گرفته می‌شوند . 


A" 


با استفاده اززبان برداری کافی است که ثابت کنیم: 


ج ج 

0 = 48 » بطوریکه پاره‌خط های 48 و 02 بترتیب به خحطوط ۵ و 
ط تعلق داشته و ۸ نیز یک عدد است. 

براساس انتخاب 48 و 00 ر وابط برداری مختلفی بوجود می‌آیند که از 
میان آنها رابطهٌ مناسب انتخاب می‌شود. 


(۵) درستی یکی ازتساوی هایز 
سی رہہ ت ج جح وس 
۸8۲6 با EBC‏ = 46 ویا RAB‏ = 4€ را اثبات کنید؛ 


ج پوس ج 
(ط) تساوی 08 +0۸4 < 00 راثابت کنید که در آن1 = + م 
بوده و 0 یک نقطه اختیاری است؛ 


س ج سو 
(») تساوی 0= ۷60 +808 +0۸ راثابت کنید بطوریکه در آن 
0= 0-۷ یه بوده و ۵ یک نقطه انعتیاری است . 


0= 13-00 بعلور یکه نقاط 4 و 8 به خط ۵ و تقاط 6 و (1 به حط و 
تعلق دارند. 


() دو بردار پایه ناهمخط (یا سه بردار ذاهم صفحه) را که طول ها وزاوبة 
بین آنها معلوم است اختیار کنید. 


(ظ) برداری را که طول آن محاسبه شده است بر ر وی این بردارها تحز یه 
کنید. 


(0) مربع اسکالر این برداررا با استفاده از فرمول *| ۵ | = ۳ھ پیدا کنید. 
() دو بردار پایه ناهمخط را که نسبت طول ها و نیز زاو یه بین آنها معلوم 
اشتت اختیار کنید. 

() بردارهایی اختیارکنید که زاویه مطلوب را معین سازند و اين بردارها 
راروی بردارهای پایه تحز یه کنید. 


(0) شب( ,ھ) ۶ 508 محاسبه کنید. 


استفاده از زبان هندسی اثبات این 


گرازه‌ها مطلوب شده است۔ 


۰ b (1) 


(2) نقاط 4 »8 و€ به خط 
تعلق دارند 


(3) نقطه € به پاره حط 48 تعلق دارد 
بطور یکه 7۰:۳ = 40:48 است. 


a i. 9 )4( 


(5) محاسبه طول یک پاره حط 


(6) محاسبه اندازه یک زاو یه 


۸۷ 


۱ ه سائل مستوی 
چند نوع مسئله مستوی را ذیلاً برگزیده ایم تا با استفاده از بردارها حل کنیم. (مسائلی را در نظ ر گرفته ایم 
که صورت بندی آنها مفاهیم جبر برداری را شامل نیستند). 
در نوع اول این مسائل» اثبات توازی پاره خط ها وخطوط مستقیم معینی مطرح است. برای حل این نوع 
مسائل ضروری است که همخطی بردارهای ارائه شده توسط پاره حط های مفر وض یعنی :9-1 که در 
آن ۸ یک عدد است, ثابت شود. ذیلاً جند مثال از این نوع مسائل را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم. 
مثال ۱ ه درصفحه ای جهارضلعی 8010 4, ونقطه مفروض است. ثابت کنید نقاطی که متقارن 
میانگاه‌های اضلاع چهارضلعی نسبت به نقطه /هستند رئوس یک متوازی الاضلاع می‌باشند. 
حل ه چهارضلعی مفروض 4802 (شکل ۸۳) و نقاط متقارن میانگاه‌های پاره خط های 8 4» 1960 
0 و 04 نسبت به نقطه 16 را با ۷ 0۰ و7 نشان می‌دهیم . طبق قاعده متوازی الاضلاع 


MN = MA + MB «< MP د‎ 118 + MC, MQ = MC + ۰ 

MR س‎ MD سل‎ MA 

راداریم. طبق تعریف تفاضل دوبردار 1/۷ = 18 = NF‏ و P0 = 10 - MP‏ است. 
بدلیل( 26 - PO = (MR — MN) — (MQ‏ ۷ز وبا استفاده ازتساوی های اولیه به 
0 = رون بیش 8 یعنی PQ‏ ے ۷ می‌رسیم . بطریق مشابه ۸0 = ۷ر اثبات می‌شود . نتیجه 


0 = ۸و2 = ١۸‏ بوده واین امر به معنی متوازی الاضلاع بودن چھارضلعی ۷۲9۸ است. 
M ۱‏ 


مثال ۲ ه جهارضلعی 48٤02‏ مفروض است. خط مستقیمی را که از رأس 4 به موازات ضلع 130 رسم 
می‌کنيم قطر 8 را در نقطه /1قطع می‌کند. خط مستقیم مارّبر راس 8 به موازات ضلع 4 نیز قطر € 24 


cC ی‎ 

ادر نقطه 7۷ ,کند.(شکل ۸) 

B کے‎ e ۱ 

ثابت کنید که: 0٥0‏ || 1۸ کےا 
شکل ۸4 کے 


۸۸ 


حل هبرای حل مسئْله کافی است که همخطی بردارهای 06 و۷/راثابت کنیم . یعنی بایستی 
ثابت کنیم که//(0-1 = 26 است بطوریکه در این رابطه ا یک عدد است. برای اطمینان یافتن از 
همخط بودن بردارهای 6 و وا ریک از آنها را برحسب بردارهای دیگر بیان می‌کنیم . بدین ترئیب 
€ را برحسب پردارهای 6 و 00 وبردار1/۷را رحسب بردارهای ]0 و0 بیان می‌کنيم که در 
آنها0 نقطه تلاقی خطوط مستقیم 4€ و22 است. ازطرف د دیگر بردارهای 00 و0 ارا ری توا 
برحسب بردار 240 بیان کرد» درحالیکه بردارهای OD‏ و قابل بیان برحسب بردار 80 هستند. 
اگرفرض کنید که AO:O0C = p:q‏ و BO:OD = m:n‏ )1( انیت آنگا هدار 06 رایزیت 
00 می‌توان بیان کرد 

DC «6 ت‌‎ OD = 5 40 - 30 = س 0 سب‎ npBO) 


8چ 


ار طرف دیگر از توازی پاره حط های 8 و 472 نتیحه می‌شود کە:™40:0N=00:08=7:7‏ (2) 
آنگاه ازروی شکل وتساوی های (2) نتیجه می‌شود که: ۸10 2 س 0۸ 
بطریق مشاب ازتوازی پاره عط ها ی4 4و 36 به :9 = 00:10 30:04 و BO‏ & = 01 
وصول می‌یابیم . آنگاه بردار۷/را می‌توان رحسب A40‏ و 20 بیان کرد: 

MN =ON — OM = E BO + ۳ 40 = Û (—npBO + mqA40) 
بنابراین ۸1۸ گ = 26 حاصل می‌شود که از نظر هندسی به معنی‌توازی پاره خطهای) ۸1و٥ است.‎ 
در نوع دوم این مسائل اثبات تقسیم پاره خطی به نسبت معینی توسط یک نقطه مطرح است. برای اثبات‎ 
(a): ا رون وم = یت است که:‎ ٥ اینکه نقطه‎ 


تساوی °8 # = 6 اثبات شود. در این رابطه 
0نقطه دل‌خواه است ابات کات شرا e ev‏ 

اگر 08 تپ + 04 سب سے 05 باشد آنگاه 01 +30 = 06 (شدبد) 
00 -0) ے = (0۸- ۱ ین امر بەمعنى :"7= 0:08 24 
است. 


توجه داشته باشید که برای تقسیم پاره خط 41 بوسیله نقطه ٥‏ به نسبت*10:1شرط (ظ) ضرورت دارد. 
ذيلا تعدادی از مسائل نوع دوم را حل می‌کنيم . 

مثال ۳ ه در جهارضلعی دلخواهی , میانگاه‌های اقطار را و همچنین میانگاه‌های دوضلع روبرورا بهم 
وصل می‌کنيم . ثابت کنید پاره خط اول در نقطه تقاطع با پاره خط دوم نصف می‌شود . 

حل و با روش های مختلفی می‌توان ثابت کرد که نقطه 0 (شکل ۸۵) وسط پاره‌خط 2 است. 
به‌عنوال مثال : 


۸۹ 


(4) ثابت کنید کہ: 0۴ = .EP‏ 
این رابطه به این معنی است که 77۳ متوازی الاضلاع بوده و بدلیل قطر بودن ٤۳۴‏ این خط ازنقطه 0 


عبور کرده و در این نقطه نصف می‌شود ؛ 

(2)ثابت کنید که : 0۴ = E0‏ 

(3) ثابت كنيد که: (08 + 0) ط = 40 یا NO = È (NE + NF)‏ 
(4) ثابت كنيد که:(67 + (C8‏ 3 00یا (DE + DF)‏ 


ازبین روشهای فوق روش اول را که ساده‌ترین آنها است مورد ملاحظه فرار می‌دهیم . در مثلث 4BC‏ 
پاره حط 13 خط واصل میانگاههای دوضلع بوده وا زآن 413 ٍ = ترا داریم. 

در مثلث 82 4 یاره خط 0 خط واصل میانگاههای دوضلع بوده و از اینرو ۸۸ 2 = 0۳ است. 
بنابراین 0۴ = 8۲ استدتاج می‌شود ومسثله اثبات می‌گردد. 


شکل ۸۵ 


متال 1 ۾ ضتلع 4 از متوازی الاضلاع ABCD‏ رابه7 قسمت مساوی تقسیم کرده و نقطه تقسیم اول 
(نقطه > ) را به رس 8 وصل می‌کنيم (شکل (۸). در نقطه تقاطع خط 8۸ با قط ر 4 » قطر مز بور به 


چه نسبتی تقسیم می‌شود . ۰ 
حل هر وابط 4 س DA‏ ۰6 د)(] و AP =aAC‏ را در نظرمی‌گیریم. بردار 2 4ہ را برحست برد ارهای 
وط بدوصورت بیان می‌کنيم : 5 
(1) وه — AP =aAC = «a (bh — a) = <b‏ 

n n 


aa + ab 8‏ 
(بدلیل 8€ ۸ سح PK‏ 4 راب E6 = KB‏ راداريم). 
از آنجا که فقط یک صورت برای بیان برداری برحسب دو بردارناهم خط وجود دارد از اینرو: 
سب ے م راداریم که از آن نیز پچ = دست سی اید 


این امربه معنی 4€ سم = ۸4۴ است و از اینروبه آسانی 1:8 8:80 4 استنتاج می‌شود. 


۸٩ شکل‎ 


مثال ۵ م روی ضلع 46 از منلث ۸4136 نقطه را با شرط 4€ 2 =1 4وروی امتداد 26 نقطه ۷ز را 
با شرط 68 = 8۷ اختیار کرده اي . نقطه ط پاره خط های 47 و را به چه نسبتی تقسیم می‌کند؛ 
(شکل ۸۷). 
حل ه چنین فرض می‌کنيم : 

NP:PM=a:§, AP:PB=1:8 (1)‏ 
بدین ترتیب‌باید 0:8 و ۲:۵ را بیابیم . برای این منظور جند معادله که دارای»» 8 » ۷ و 8 هستند 
تشکیل می‌دهیم . فرض کنید که 0 یک نقطه اختیاری درصفحه‌باشد» آنگاه در مورد پاره خط های ۸48 


و چنين داریم: 
QM (3)‏ سکس + QP = QF‏ 
QB (3)‏ ا سل +44 ج ۳( 


تساوی‌های (2) و (3) دا رای پنج بردار متفاوت هستند. تعداداین بردارها را ای 
ذیگر کاهشن می‌دهیم . . در مورد پاره‌خط های 6 ۸۷ و٤4‏ چنین داریم : 00 ند 02 = QB‏ 


م0 در 
با حایگذاری مقادیر 013 و0148 ازتساوی (4) درتساوی‌های (2) و (3) چنین حاصل ِ 
7P 5‏ 
E + TES) 0C 5‏ و +04 7 2 


)6( 0 سس تسب + 0:۷ لگ +0۸ کے ےم 


از اینجا نتبجه می‌شود که : 


۹۱ 


با حل این دستگاه معادلات ۵ ہو چ = 6 حاصل می‌شود. N‏ 
درنتبحه 8۲ = ۲ ۸4 وا:3 = ۷ را خواهیم داشت . 
B‏ 
Pp‏ 
شکل ۸۷ 
M C‏ 4 


مسائل فق ا . دراین مسائل اثبات تعلق سه نقطه به یک خط راست 
مطرح مى شود انگ مسائل به عنوان حالت خاصی از مسائل نوع دوم مطرح است. با وجود این راه حل 
آنهاء ویژگی های خاصی را در ارتباط با کار برد شرط تعلق سه نقطه به یک خط راست دارا می‌باشد, 
مثال " ه در مثلث 40 میانه‌های, 11 4و ]81 را رس مکرده ایم .از نقطه ۶ واقم برروی ضلع 48 دو 
خط به موازات این میانه‌ها رسم می‌کنيم . این خطوط اضلاع مثلث را در نقاطو ی 8 قطع می‌کند. ثابت 
کنید نقطه 0 میانگاه 48و نقطه € محل‌تلاقی‌میانه ها ر وی یک خط مستقیم قراردارند (شکل ۸۸). 
حل ه قسمت حکم مسئله را طوری تغیبر می‌دهیم که در حل مسئله 
بردارها کار بردپذیر شوند. این امربا روشهای زیررممکن می‌گردد: . . 
(1) تحقیق کنید که ۷6 = 7 است (بردارهای دیگری رانیز 
می‌توان احتبار کرد)؛ 

(2) به ازاء نقطه معین 0 تساوی 00 (£ -- 1) + 10 = 

را بر پا سازید (شرط تعلق سه نقطه به یک خط مستفیم). 

روش دوم را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . برای این کار شرط تعلق سه نقطه به یک خط راست را استنتاج 
مي‌کنيم. برای تعلق نقاط 4 »8 و6 به یک خط مستقیم لازم و کافی است که به ازاء نقطه معین 0 
تساوی 08 + 20۸4 = 06 برقرارباشد که د ر آنا = ۾ + م است. 

برهان ه اگر نفاط 4ے ا AC:CB = m:‏ را 

از رابطە ۸:۸" = :)له نیز 


C 


1= و + JB <p‏ 
را داریم . ملاحظات بالا کفایت وضرورت شرط راثابت می‌کند. بنابراین حل مسئله مطروحه به یافتن 
عبارتی تحویل می‌یابد که بردارهای 08) QE.‏ و 06 را بهم مر بوط می‌سازد. 
اگر نقطه 0 بطور دلخواه اختیار شود آنگاه حل مسئله » خیلی پیچیده خواهد بود . بهتر این است که آن را 
منطبق بر نقطه ٤‏ اختیار کنیم . دراین حالت بردارهای 6 :009 را می‌توان به آسانی برحسب 
هو 603 بیان کرد. درحقیقت با فرض 7:0 = ۸۳:8 (1) آنگاه چنین خواهیم داشت : 


۹۲ 


AB;BC = m:(m + n + n) = m:(2n + m) (2)‏ 
(بدلیل اینکه نقطه و16 میانگاه 40 است) 
n:(m + m + r) = 2:62 + n) (3)‏ = هیر 
و (بدلیل اینکه نقطه, ]۸ میانگاه 26 است) 
ار ویژگی گرانیگاه 6 رابطە 6 +04 E (C4 +CB)=‏ ک س 76 استنتاج می‌شود . از 
روابط (2) و (3) می‌توان تساوی های, 64 tn | 08 e‏ را توش 


آنا توجه به وی ژگی نقطه 8 » میانگاه باره خط و B‏ وه » چنین می‌نو یسیم : 


1 A ور سل ورد‎ ry , n+ Am 
CE = > (C ا فد‎ CAF mn CB) 


. با توجه به قضیه تقسیم پاره عطی به نسبت معینی » 7 تم BR E‏ 2 


داشت برای ارتباط دادن بردارهای 6 CP CE «CG‏ برداز CE‏ را تبدیل می‌کنیم : 


(08 لس CAH‏ مس 


1 1) ry , Amn 
4 a 


+9 +6 )دح CB)‏ ا 0 ور 
@CG+CP) = CG Tp‏ 4 

یعنی :0 + 60 = 68 وبدلیل | شب ے تقاط ۵8 r By)‏ 

E6: E = 3‏ خواهد بود. بدین ترتیب مسئله حل می‌گردد . 

انواع مسائل مستوی مورد ملاحفله در فوق تمام انواع گونا ون مسائل مستوی را شامل نمی‌گردد. با این 

حال این مسائل. گروه‌عمده‌ای از مسائل مستوی را که حائز اهمیت هستند» تشکیل می‌دهند. 


۲ ه مسائل متریک 

در حل مسائل متریک از حاصلضرب در ونی (اسکالر) بردارها استفاده می‌شود. بدون گروه‌بندی این 
مسائل چند مثال از آنها را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم . 
مثال ۷ م نقطه ‏ ر وی قاعده 48 از مثلث متساوی الساقین ۸186 اختیار شده است. (۵) ثابت کنید 
که: 4۰ - 40۶ = 20 . (ط) اگر نقطه 2 روی امتداد قاعده 48 قرا ر گیرد فرمول فوق به. 
جه شکل درمی‌اید ؟ (شکل ۸۹ 
حل ه (۵) تساوی مطروحه را به شکل برداری می‌نو یسیم با منظور کردن جهت های بردارهای 4 و 
به 462-۸42۰8 PC2=‏ وصول می یابیم . این تساوی را شابست می‌کنیم . طرف راست این 
تساوی ی را بطریتی ز زیم تبدیل می‌کنيم: 

at2— 2۰ BD = AC*— (AC + CP)-(PC + 619 ( = ۵08-46۰ PC—AC.CB+ 


٩۳ 


CP*—CP x CB = (4C— AC: PC) — (4C.CB + CP.CB) + CP = 4C (AC— 
PC) بل 46( رد‎ - CP) + CP* = (AC رو و(‎ + CP = 
۸ (AC— CB) = CP. 
بودە و 418۷8 ۵.مثلث‎ 4€ - CB = 69 - 08 = 88° حال اگر 246 = 6 باشد آنگاه‎ 
. خواهیم داشت‎ lı 4P (4C—CB) = 1P. BB' =0 قائم الزاویه خواهد بود . بدین ترتیب‎ 
بدست م یآ‎ 402 4۶. 3 = C٥ درنتیجه تساوی*‎ 
اگر نقطه 2 به پاره‌خط 1 متعلق باشد آنگاه در گذر ازتساوی برداری به تساوی اسکالر جنین‎ )( 
خواهیم داشت:‎ 
PC2= | PC (2 PC? « AC2 = | 4C |3 = 4C3 
۰28 =| AP |۰| PB | cos (4P, PB) = AP. PB.cos0° = AP. PB 
یعنی : 4۰۳ 6 م‎ 
و اگر نقطه ره حط وا متعلق نباشد آنگاه بردارهای 48 و درخهات ایل بوده و‎ 
AP-PB =| AP |۰| PB ].cos 180 = — AP. PB 
را خواهیم داشت . بدین ترتیب در این حالت تساوی مطروحه به شکل 4۲.۲8 س٥4 < 20۵ در‎ 
Cc می‌اید.‎ 


ا A B8‏ 
مثال ۸ م مجموع مر بعات میانه های مثلثی را پیدا کنید که طول اضلاع آن 0,0 و » است. 
حل ه در مثلٹ 480 » ۵ = 0,136 = 48 و ط = 6.1 را فرض می‌کنيم (شکل .)٩۰‏ 
آنگاطبق تعر یف مجموع بردارهاء ‏ + و = 95 گ بو = 40 وگ + وت خواهد بود. 
با استفاده از ویژگی مربع اسکالر چنین خواهیم داشت: 
+ط.مبد =e +e.a+‏ (ج+ه) + (چ+ه) + )$ AD*+ BE*+ CF = (e+‏ 
(+(e. Ab +b «<‏ + )د = ک بو.ط + عو 
بدلیل 0 = و + ط + وبه 0 = e(*‏ + ط + 4) وصول می‌یابیم . 
بدین ترتیب داریم: 0 = (9۰0 + .۵ + ۰۵ع) 2 + 7م + 2و + *ه يعنى : 
(و.و + .ود و.ه) 2 = 62 + 2ن ب a2‏ 


۹4 


از اینرو اا ے 9.6 + 8۰ + ۰۵ استنتاج می‌شود. با جایگذاری مقد ار حاصله برای 
عبارت 9۰6 + 9 ِِ ۰ حنین نتبحه‌می‌شود : 
شب ۲ AD + BE®+ 6۵ 3 (a+‏ . 


BE* = BE?‏ 2 و CF‏ ب 63 را 


خواهیم داشت. شکل ف b C‏ 4 
مثال ٩‏ و ثابت کنید ارتفاعات هر مثلث دلخواهی متقارب هستند (در یک نقطه مشترکند). 

حل ه پارهخط ها ی4 » 80 و م6 ارتفاعات مثلث 80 4 ونقطه ‏ را محل تلاقی ارتفاعات ۴ 1. و 
0 در نظر می‌گیریم (شکل .)٩۱‏ 

رن = 0و = 0:1 وه = 00 رامظو م‌کنيم . طبق تعریف تفاضل بردارها 
سوت 49 B‏ بت êg BC‏ و CAS‏ 

بدلیل 8€ 04 تساوی 0‏ (ظ--6) ھیعنی. 


)1( ۰ مت a.e‏ 
را داریم . بطریق مشابه بدلیل 02 | 08تساوی 0 = (6 -- ه) ظراداریم که از آن نیز 
bc. (2)‏ = 3۰ 


حاصل می‌شود . بنابر خاصیت انتقال پذیری از تساوی‌های (1) و (2)به6 ۵۰6-0۰ بالاحد(ط س cia‏ 
از انجا که ازیک نقطه فقط یک خط می‌توان بر حط رامت دنگ یود کرد از اینر و از 8 4 5 0و 


B بآ نتیحه می‌شود که €1 بر امتداد‎ 1 AB 
منطبق بوده وبدین ترتیب سه ارتفاع مثلث‎ 0 
b 
SE . در یک نقطه مشت رک خواهند بود‎ 
٩۱ شکل‎ 
4 0 C کل‎ 


۱ جمع وتفریق بردارها. ضرب برداردریک عدد 
۸ برای اينکه حهارضلعی ۸48٥2‏ یک متوازی الاضلاع باشد لازم و کافی است که به ازاء هر 
نقطه ای مانند 0 تساو ی( + 08 = 00 + 04 برقرارشود سا 
۹ هو در جهارضلعی 48٥2‏ › نقاط ۲2 ط وه بترتیب میانگاه اضلاغ ال‌اشت. ثانت کند 
چهارضلعی 1/170 یک متوازی الاضلاع است 


۹۵ 


۰ وروی ضاع 48 از چهارضلعی ۸862 متوازی الاضلاع "۸00 رارسم کرده ومیانگاه ضلع 
2 راه می‌نامیم. اگ ر ۸6 و بترتیب میانگاههای اضلاع 42 و 02 باشد آنگاه ثابت کنید که 
پاره خط 40 موازی و مساوی پاره حط 1/۷ است. 

۱ و در حهارضلعی 4807 » نقاط 22 و۷ بترتیب میانگاه اضلاع رم و٥8‏ است. ثابت کنید 
2MN > AB + CD:aS‏ 

۲ و ثابت کنید خط واصل میانگاه‌های اقطاریک ذوزنقه با نصف تفاضل قاعده‌های آن برابر 
است . 

۳ و اگر طول خط واصل میانگاه‌های دوضلع مقابل یک چهارضلعی محدب برابر نصف مجموع دو 
ضلع دیگر باشد آنگاه ثابت کنید این جهارضلعی یک ذوزنقه یا یک متوازی الاضلاع است. 

6 6۰ و نقاط ۸1 Ng‏ بترتیب میانگاههای اضلاع 8 ۸4 و 60 از جهارضلعی ۸800 است. ثابت کنید 
که میانگاههای اقطار چهارضلعی ۸۸/12 و2416 رئوس یک متوازی الاضلاع است (یا روی یک 
خط مستقیم قراردارد). 

۵ و برای اینکه 0 مرکز ثقل مثلث 12. باشد شرط لازم وکافی عبارت 0€=0 + Q8‏ + 0۸است. 
۰٦‏ م از نقطه 1 واقع در در ون مثلث 18٥‏ بر اضلاع 8€ > 4 و 48 عمودهایی رسم کنیم. روی 
این عمودها پاره خط های, 118,114 و٥۸1‏ را مساوی اضلاع متناظر به این عمودها جدا می‌کنيم . ثابت 
کنید که نقطه ۸4 مرکز ثقل مثلث: ۸۱8۱6 است . 

۷ هھ ثابت کنید دریک چهارضلعی دلخواه, پاره خط واصل میانگاه‌های اقطار از نقطه تلاقی خطوط 
واصل میانگاه‌های اضلاع مقابل عبور کرده ودر این نقطه نصف می‌شود. 

۸ و مثلث ظ1. ونقطه دلخواه ۵ مفروض است. ثابت کنید اگرمتوازی الاضلاع های 088,٥‏ و 
,44 رارسم کنیم آنگاه قطر , 44 از متوازی الاضلاع ,044,8 از نقطه مرکز ثقل مثلث مفروض عبور 
کرده و 04:30 است. 

۹ ولابت کنید اگر عطی از رس 4 مثلث 40 ومیانگاه میانه 82 عبور کند ضلع 86 را به 
نسبت 1:2 تقسیم می‌کند. 

۰ و دوپاره‌خط مساوی 48 و ,4۱8 مفروض اند. اندازه زاویه بین این پاره‌عط ها حقدر باشد تا 
فاصله میانگاه‌های, 4.4. و88 مساوی 3.48 شود ؟ 

1 ه از نقطه ۸6 واقع در درون یک متوازی الاضلاع خطوط مستقیمی را به موازات اضلاع آن رسم 
می‌کنیم . این خطوط اضلاع متوازی الاضلاع را در نقاط 4 ۵ و 8 و2 قطع می‌کنند. نقطه 0 مرکز 
متوازی الاضلاع مفروض است. ثابت کنید که نقطه تلاقی خطوط واصل میانگاه‌های اضلاع روبروی 
متوازی الاضلاع 2 میانگاه پاره خط 0۸1 است. ۱ 

۲ و ثابت کنید خط واصل میانگاه‌های قاعده‌های یک ذوزنقه از نقطه تلاقی امتداد اضلاع جانبی 


۹۹ 


و نقطه تلاقی اقطا ر آن عبور می‌کند. 
۳ م ذوزنقه 4802 مفروض است. خط موازی با قاعده‌های 48 و 00 اضلاع جانبی 40 و 
0 را در نقاط ۸ و۷ قطع می‌کند. ثابت کنید اگر016 || 4.۷ باشد آنگاه/3:1 ۱| ۷ 0 خواهد بود. 
4 م در ذوزنقه 4800 اضلاع 48 و 60 قاعده و نقاط 7 و۷ میانگاه‌های اضلاع حانبی 4۸ و 
0 هستند. ثابت کنید حط مستقیم ۸۲ موازی خط 0.4 نیست . 
۵ هدر دایرهای به مرکز 0 دووتر متعامد 47 و 60 در نقطه /. همدیگر را قطع کرده‌اند. ثابت کنید 
میانگاه‌های اوتار 4٩‏ و 82 ونقطه1 ونیزمرکز دایره رئوس یک وزی لاضاتع هستند . 
۲ م در مثلث ۸486 میانه,00 رسم شده است . ثابت کنید که (C4 + CB):‏ 1 چ >60. 
۷ م مثلث 480 مفروض است. نقطه 16 محل تلاقی ا از 
صفحه مثلث است. ثابت کنید که: (06 + 08 + 04) > 016. 
۸ هد و متوازی الاضلاع 0 و :480,2 دررأس 4 مشترک هستند. ثابت کنید که: 

CC, BB, + DD, 
هو دو متوازی الاضلاع 4802 و ,1۱8,0۱2 مفروض اند. ثابت کنید درحالت کلی میانگاه‌های‎ ۹ 
پاره خط های ,4 ,88 ,60 و22 رئوس مستوازی الاضلاع ,۸۰8,000 هستند. دو‎ 
متوازی الاضلاع را طوری رسم کنید که نقاط 4 » ,8 » و ,۵ به یک خط متعلق باشند.‎ 
م متوازی الاضلاع ۸800 مفروض است. نقاط , © » ۸ و 5 اضلاع 42 80 €0 و 4ظ‎ ۰ 
را به نسبت های مساوی تقسیم می‌کنند . ثابت کنید حهارضلعی 05 یک متوازی الاضلاع است,‎ 
و دو مشلث 48€ و,6 :4۱8 مفروض اند . اگر میانه‌های مثلث اول با اضلاع مثلث دوم موازی‎ ۱ 
باشند آنگاه ثابت کنید که میانه‌های مثلث دوم نیز با ی ی‎ 
هو حهارضلسی 18017 مفروض است. چهارضلعی دیگری را طوری رسم می‌کنيم که رئوس آن‎ ۲ 
مرکز تلاقی میانه‌های مثلث های 802 » 624 48( و 2486 باشند. ثابت کنید که عطوط واصل‎ 
میانگاه‌های اضلاع ر و بروی دو چهارضلعی متقارب هستند.‎ 
وروی صفحه ای چهار خط مفروض هستند. بطوریکه سه‌تا از آنها دریک نقطه متقارب نبوده و‎ ۳ 
در بین آنها نیز دوخط موازی یافت نمی‌شود . اگریکی از این چهار خط با میانه مثلث تشکیل شده با سه‎ 
حط دیگر موازی باشد آنگاه ثابت کنید که سه خط باقیمانده دارای ویژگی های مشابهی هستند.‎ 
وه مرسوم ازرئوس 4 د و 6 مثلث 80 4 در نقطه 5 متقاطع هستند. ثابت کنید‎ 6 ۳ 
حطوط مستشیم وا »,و رکه بترتیب از 4۵۸ 2 و 6 میانگاههای اضلاع 6 6 و 48 عبور‎ 
می‌کنند با حطوط 7 :۰ و« موازی بوده و در یک نقطه متقارب هستند.‎ 
6 BC ه مثلث 4190 ونقطه17 مفروض است. نقاط:4» ,8 و0 بترتیب میانگاههای ام جع‎ ۵ 
. و 48 هستند. ازنقاط 4 8 و6 خطوط مستقیمی را به موازات,1/8,,1/4 و6 4 رسم می‌کنيم. ثابت‎ 


۹۷ 


کنید این خطوط متقارب هستند. 

۹ هثابت کنید اگردر چهارضلعی ۸۶۷۰4802 خط واصل میانگاه‌های اضلاع 26 و ۸۸ نصف 
مجموع دوضلع 48 و ظ6 باشد آنگاه چهارضلعی مز بور ذوزنقه یا متوازی الاضلاع خواهد بود . 

۷ هو در خارج مثلث ۸480 , مثلث های ,۸86 84€ و048 رسم شده‌اند. ثابت کنید نقاط 
تقاطع میانه های مثلث های 0 4 و E,٥,‏ ك بر هم منطبق اند. 

۸ وروی امتداد ارتفاعات ,44 :81 ازمثلث 480 درسوی رئوس 4 و8 باره عط هایه 44 و 
BB‏ را با شرایط € و 4و6 لمح ر8ظ حدا می‌کنيم . ثابت کنید که: ,08 = ولو €8 1 و6۸ 
۰:۲۹ ۾ درخارج مثلث 6 ۸1 وروی اضلاع 4 و CB‏ مربعات :0۸:0 و CBBC‏ رارسم 
می‌کنيم . ثابت کنید میانه مشلث ٥٥٥:‏ مرسوم از راس 6 برضلم 48 عمود بوده وبا نصف آل برابر 
ا شتا 

۰ هو درخارج چهارضلعی 4802 مربعات, لم ,488 60,2 68:61 و440 طرا با مراکز 
QP‏ ۰و8 رسم می‌کنيم. ثابت کنید پاره حط های PR‏ و 05 متعامد ومتساوی هستند. 

۱ هچهارضلعی 4802 مفروض است. خطوط واصل میانگاههای اضلاع ر و برو در نقطه ۸ 
متقاطم هستند. خط شکسته ۲۳۲ 114 را با شرط 118 7 4 و 0-10 رسم می‌کنيم . ثابت کنید که 
نقطه ۸6 میانگاه پاره عط ۲0 است. نسبت مساحت جهارضلعی 4802 را به مساحت جهارضلعی 
۲ پیدا کنید. 

۲ و ثابت کنید که میانه های مثلث در نقطه تلاقی به نسبت 2:1 تقسیم می‌شوند. 

۳۴ وروی ضلع 0 وفقطر 40 از متوازی الاضلاع 02 نتاط 11 و۷ رابترتیب با شرایط 
ود = 41و 6 4 = ¥ اختیار می‌کنيم . ثابت کنید نقاط 8 )۷ وروی یک خط مستقیم 
قرار دارند . نقطه ۷, پاره خط 118 را به چه نسبتی قطع می‌کند؟ 

٤‏ ه ثابت کنید دریک جهارضلمی دلخواه 4802 » پاره خط های واصل میانگاههای اضلاع 
روبرو (ع :2 و ۸ میانگاههای اضلاع 48 )80 ۰ 60 و۸9 هستند) وپاره عط واصل 
میانگاههای اقطار جهارضلعی (/1میانگاه 82 است) در یک نقطه متقارب بوده و در این نقطه نصف 
می‌شوند . 

۵ هو دو خط موازی ,1 و وا ودو جفت نقطه یعنی: 4:۰4 ور 8:7 مفروض اند . ر وی حطوط مفر وض 
نقاط ,6 ود را بترتیب طوری بیدا کنید کهو4:6 || ,€ ردو ٤ر8‏ || 8,٥‏ باشد. 

٩‏ وروی اضلاع مثلث 18€ » متوازی الاضلاع های: 28:4 ,800:8 وء00:.4 4-رارسم 
می‌کنیم (شکل .)٩۲‏ ۱ 


آیا می‌توان مثلثی رسم کرد که اضلاع آن مساوی پاره عط های 3ا8 › ,6,0 و د44 باشد؟ 
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۲ ه ضرب اسکالر (درونی) بردارها 
4% ۾ دوضلع » = .وم = )و زاوبه ه بین این دوضلع از حهارضلعی ظ0 8 4 معلوم هستند . 
طول پاره حط واصل میانگاه دوضلع دیگر چهارضلعی را پیدا کنید. 
۸ و درمثلث 486 با اضلاع5 = 2)48 = ٥8و4‏ = 46زاویه ۸86 رامحاسبه کنید. 
۹ وثابت کنید که ارتفاعات یک مثلث منفرجة الزاويه متقاطع هستند. 
۰ هثابت کنید که دریک متوازی الاضلاع مجموع مربعات اقطا رآن با مجموع مربصات اضلاع 
متوازی الاضلاع مساوی است. 
۱ هثابت کنید اگر 4802 یک مستطیل باشد آنگاه به ازاء هر نقطه ۸ تساوی زیر برقرار است. 
MC? = MB? + MD?‏ 4+ 1143 
۲ ه ابت کنید که با توحه به حاده» قائمه يا منفرحه بودن زاویه 6 درمثلث 48٥‏ میانه 09 نیز 
بترتیب بزرگتر» مساوی یا کوچکتر از 4 خواهد بود. 
۳ هثابت کنید در مثلث 80 4 با مرکزقل ۸۶ رابطة زیر برقرار است: 
AB? + BC? + AC? = 3 (MA + 18۶ + 11C?)‏ 
٤‏ هثابت کنید اگر مرکز ثقل مثلث 480 برنقطه تقارب ارتفاعات منطبق باشد آنگاه مثلث 
مفروض متساوی الاضلاع خواهد بود. 
٤ ٤۵‏ ه هریک ازمیانه‌های مثلث را برحسب اضلاع آن بیان کنید. 
5 ه در ذوزنقه‌ای با اقطار متعامد, قاعده بزرگتر برابر4 وقاعده کوچکتر برابر 3 است. اگریک ضلع 
حانبی آن با قاعده بزرگتر زاویه؟00 تشکیل دهد طول آن را پیدا کنید. 
۷ و مثاث 486 با شرایط 3 = 80 » 4 = ۸0 و *120 = 80 24 مفروض است. نقطه 77 ضلع 
را از طرف رأس 4 به نسبت 1:3 تقسیم کرده است. فاصله نقطه ۸7 را تا راس 6 محاسبه کنید. 
۸ و اگر ارتفاع 6 ازمثلث قائم الزاویه 48٩‏ از رأس قائمه مثلث رسم شود ثابت کنید که: 
(a) CD* = 4۰80: (b) ۸6۶ = ۸8۰4: (e) 20۶ = BA‘BD‏ 
444 ه اقطار ذوزنقه قائم الزاویه ای متعامد هستند. ثابت کنید ارتفاع ذوزنقه بین قاعده‌های آن واسطه 


۹۹ 


هندسی است. 
۵۹ هثابت کنید در ذوزنقه ABCD‏ با قاعده های 8 و 0 تساوی‌های زیر برقرارند: 

AD* + 802 + 0‏ حد 83 + 02 4 
۱ ھ برای تعامد اقطاریک جهارضلعی لازم و کافی e‏ آن 
برابر مجموع مر بعات دوضلع دیگر باشد. این نکته راثابت کنید. 
۵Y‏ ۾ ابت کنید اگر دو میانة مثلشی متعامد باشند آنگاه مجموع مر بعات آنها با مربع میانه سوم برابر 
خواهد بود . 
۳ ه اگر در مثلث 18٥‏ میانه‌های, 4۸ و881 متعامد باشند رابطۀ بین اضلاع آن را پیدا کنید. 
6 ه اضلاع زاویه قائمه دریک مثلث قائم الزاویه برابر ه وط است . نیمساز زاویه مرسوم ازراس قانمه 
را پیایید . 
۵ هعمود 011 را از ۵ » میانگاه قاعده مثلث متساوی الساقین 480 برضلع 86 رسم می‌کنيم. 
نقطه ۸۷ میانگاه پاره حط ۸٤2‏ است. ثابت کنید که پاره حط های ۸14 و 0۸ متعامد هستند. 
روی نقطه:0 منعکس می‌شود. ثابت کنید که: 5 = 69 7۵ 
4۵۷ ۾ درطرفین ضلع 48 ارمخلث 48€ دومثلت متساوی الاضلاع ABC,‏ وی0 48 رارسم 
می‌کنيم. اگر خطوط ,00 و د60 (,6 ج ٥و٥‏ عب 6) متعامد باشند رابطۀ بین اضلاع مثلث مفروض 


را بیابید. 


۳ مسائل گوناگون 

۸ ه برروی اضلاع یک متوازی الاضلاع ودرخارج آن مربعاتی رارسم می‌کنيم. ثابت کنید که 
مراکز اين مربعات رئوس یک مربع دیگر هستند. 

٩‏ وروی اضلاع 42 و 86 ازمشلث 6 18. ودرخارج آن مربعات ABDE‏ و 80167 رارسم 
می‌کنيم . ثابت کنید پاره خط 28 دوبرابرمیانه 8 ازمثلث 4160 بوده وب رآن عمود است. 

۰ وروی اضلاع AB‏ و 20 ازمشلث 48€ ABC, Sas‏ و BCA,‏ رادر 
حارج آن رسم می‌کنيم . ثابت کنید پاره حط واصل میانگاه‌های 8و با نمف طول پاره خط AC‏ 
برابر بوده و با آن زاو به 60° می‌سازد. 

۱ وروی اضلاع 48 و 86 ازمثلث 18٥0‏ مثلث های متساوی الاضلاع ,۸86 و ,20۸ را در 
خارج آن رسم می‌کنيم. |گر۸1» ۸ و ظ بترتیب میانگاه‌های اضلاع6 ۸ » :0 وی 84 باشد آنگاه ثابت 
کنید که مثلث 2 ۸۸۲ متساوی الاضلاع است. 
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۲ و اقطار» 4 و 80 ازذوزنقه متساوی الساقین 02(48٥2‏ | 4 ) درنمّطه 0 با زاویه 60° 
همدیگر را قطع می‌کنند. ثابت کنید میانگاه‌های پاره عط های 04 ۰ و٥8‏ رئوس یک مثلث 
متساوی الاضلاع است. 

۳ هقطر 46 از ذوزنقه 48012 مثلث متساوی الاضلاع ۸62 را تشکیل می‌دهد. ازنقطه 2 واقع 
برقطر 46 (باروی امتداد آن) قاعده 80 بازاویه 600 دیده می‌شود. شابت کنید میانگاه‌های 
پاره‌عط های 4 826 و ظ6 رئوس یک مثلث متساوی الاضلاع هستند. 

٤‏ وروی دوضلع مجاوریک متوازی الاضلاع که دریک زاس مشترک هستنددومثلث 
متساوی الاضلاع (در داخل یا حارج متوازی الاضلاع) رسم می‌کنيم . آنگاه ثابت کنید مثلث حاصل از 
اتصال رأس متقابل به این رأس متوازی الاضلاع وروس آزاد مثلث های مرسوم تشکیل مشلث 
متساوی الاضلاع می‌دهند . 

۵ و دو مثلث متساوی الاضلاع وهم جهت :4:86 وو 4,80 مف رو ض اند.پاره حطهای: 4 4۵ 22و 
١‏ از طرف نقاط :4 »81 و٥‏ بوسیله نقاط 4 8 و 6 به نسبت های مساوی تقسیم می‌شوند. ثابت 
کنید مثلتث 6 متساوی الاضلاع است . 

٩‏ هو در ذوزنقه قائم الزاویه 4809 با زاویه حادة 45 قطر 46 برابرضلع است. ثابت کنید: 
میانگاه قاعده کوچکتر» ازرآس 4 و ازمیانگاه ضلع 62 به یک فاصله است. 

۷ وروی باره‌عط های 48 و 6 4 ازیک خط مستقیم مثلث های متساوی الساقین وقائم الزاویه 
,46و08 ۸ (909- 8= ,6 ) را در جهات متقابل رسم می‌کنيم . ثابت کنید که میانگاه پاره حط 
BC‏ ونقاط 8 و1٥‏ رئوس یک مثلث متساوی الساقین قائم الزاویه هستند . 

۸ و در مثلث 480 (*45 = 8ے ) ارتفاعات :60 و441 در نقطه 0 متقاطع هستند. ثابت کنید 
میانگاه‌های پاره خط های 80 »,4,0 و 62 رئوس یک مثلث قائم الزاویه متساوی الساقین هستند. 
4 وروی اضلاع 42 و 86 ازمثلث 426 ودرخارج آن مشلث های متساوی الاضلاع 6 و 
,804 را بترتیب با مراکز,0 ورسم می‌کنيم . ثابت کنید که پاره عط,0,0 دو برابر پاره عطی است 
که میانگاه‌های6 ,0 و 0,0 را بهم وصل کرده وبا پاره حط مز بورزاویه 60 می‌سازد . 

۰ وروی اضلاع 42 , 8٥‏ و2٥‏ ازمستطیل 48٥02‏ ودرخارج آن مثلث های متساوی الاضلاع 
,40 860 و ,620 رارسم می‌کنيم . ثابت کنید فاصله‌های بین پاره حط های 48 :0,0و0 3 . 
5 برابر هستند . 

۱ هو مربعات 4831¥ و 0016۲ روی اضلاع 42 و 62 ازچهارضلعی محدب دلخواه 4802 و 
در خارج آن رسم شده‌اند. ثابت کنید میانگاه‌های اقطار چهارضلعی های 4802 و .۸6116 رئوس 
یک مربع بوده ویا بر هم منطبق هستند. 

CCD,» »8,8 و دومربع هم جهت, ۱8,0۱2 4و 2و« و 4 مفر وض اند .پاره خط های و رل و‎ {VY 
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از طرف رئوس یکی از این مربعات بوسیله نقاط4.» ,0,۰8 وه به نسبت های مساوی تقسیم شده اند . 
ثابت کنید چهارضلعی, ,4,2,0 یک مربع اه 

۳ و دوجندضلعی منتظم و هم جهت, 4.. .:۸۵ وم 8... :88 مفروض اند ,پاره خط های و شرا 
۰ ۸8۰۰۰ از طرف رئوس یکی از این حند ضلعی بترتیب با نفاط ,۰0و۰0 ...0 به 
نسبت های مساوی تقسیم شده اند. ثابت کنید چند ضلعی ,60۰۰۰۰0 منتظم است . 

4 وروی اضلاع 48 و 86 ازمثلث ۸86 مثلث های قائم الزاویه متساوی الساقین ۸89 و 
8 (*90 = 6 ۶ = 8 ع) را دریک جهت رسم می‌کنيم . ثابت کنید میانگاه‌های پاره خط های ۰۸ 

BC‏ و 92 رئوس یک مثلث قائم الزاویه متساوی الساقین هستند. 

4۷۵ هدر مربع 0 0۸ مرکز مر بع » 16 و ۸ ء میانگاه‌های حطوط 0 و 6(0 است. ثابت کنید 

مثلث 4٩‏ یک مثلث قائم الزاویه متساوی الساقين است. 

٩‏ وروی اضلاع چهارضلعی 41800 ودرخارج آن مثلث های قائم الزاویه ومتساوی الساقین 

(A BM‏ ۸80 00 و 240 20-9۳ = LP‏ = 2۷ = )را رسم می‌کنيم . ثابست کنید 

میانگاه‌های پاره خط های ۱۲۲ و ۷0 ومیانگاههای اقطار چهارضلعی رئوس یک مربع هستند. 

۷ هھ درمثلث قائم الزاویه 48€ » ارتفاع 60 را ازرآس قائمه مثلث رسم می‌کنیم . نقاط 16 و ۸ 
اضلاع 40 و 42 را بترتیب با نسبتهای یکسانی تقسیم می‌کند (این نسبت ها ازسوی نقاط ۸ و ٥‏ 

حساب می‌شوند). ثابت کنید مثلث ۸1۸( مشابه مثلث مفروض است. 

۸ هر وی قاعده ویکی از اضلاع جانبی مشلث متساوی الساقینی ودرخارج آن دومربع رسم 

می‌کنيم . ثابت کنید مراکز این مربعات و میانگاه ضلع جانبی دیگر مثلث رئوس یک مثلث قائم الزاویه 

متساوی الساقین است. 

۹ هو در مستطیل ۸02 » عمود 1 ظ را بر قطر 6 4 رسم می‌کنيم , نقاط ۸4 و7 پاره حط های 1 ۸ و 
0 رانصف می‌کنند. ثابت کنید که*90 = 281/۷ است. 

۰ هھ مثلث ,480 را حول وتر 4۸ از مشلث قاثم الزاویه 486 متقارن این مثلث رسم می‌کنيم . اگر 
میانگاه ارتفاع ,0 از مثلث 4480 و۷ میانگاه ضلع 86 باشد آنگاه ثابت کنید مثلث ۸6۸۷ 4 مشابه 

مثلث 48€ است. 

۸1 ه متوازی الاضلاع 0 مفروض است. روی اضلاع 8 و 20 نقاط 7 و ۶ راطوری 

انتخاب می‌کنیم که مثلث های 8 و 7108 متساوی الساقین باشند (48 =4 و 08 =€]11). 

ثابت کنید مثلث 217 نیز متساوی الساقین است. 

۲ ه جهارضلعی 4860 را حول نقطه 0 واقع برصفحه آن به اندازه 90۳ چرخش می‌دهیم تا در 
وضعیت 480,21 قرا رگیرد . ثابت کنید اگر » ٩‏ » ۸ و 5 میانگاههای پاره خط های 4,8 ۰8,6 

هرهم و مرهباشد آنگاه پاره‌خظ های 2۲ و وم متعامد ومتساوی هستند. 
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۳ و روی اضلاع یک چهارضلعی ودرخارج آن مربعاتی رارسم می‌کنيم. ثابت کنید مراکز این 
مربعات رئوس یک جهارضلعی با اقطارمتساوی ومتعامد هستند. 

۶ و درمثلث قائم الزاویه 50 4 » ازراس قائمه ارتفاع ٥2‏ رارسم کرده و نقطه.2 را متقارن نقطه D‏ 
نسبت به ضلع ۸6 مشخص مي‌کنيم. ثابت کنید نقطه 4 ومیانگاه‌های پاره‌عط های 9,0 و 6 
رئوس یک مثلث مشابه با مثلث مفروض اند. 

۵ و درمثلث 80 4 » نقطه,2 را متقارن نقطه 2 ازضلع 0 نسبت به وتر 48 رسم می‌کنيم . نقطه 
2 محل تلاقی پاره خط های,20 و,48, نقاط 7 و ۷ بترتیب میانگاههای پاره خط های ,40و 08 
است. تساوی *1/.۷8<90 را ثابت کنید. 

۰ و در مثلث 480 » ارتفاعات 4 4 و 88 را رسم مي‌کنيم. همچنین نقطه ۸0 را متقارن نقطه 4 ۱ 
نسبت به خط ۸6 مشخص می‌کنيم. نقاط ۸۶ و ۱ بترتیب میانگاههای پاره خط های, 2,۸ و 48 
هستند. ثابت کنید 61/2 یک مثلث قائم الزاویه است. 

۷ ه به عنوان قطرر وی ضلع 48 از مثلث 486 دایره‌ای رسم می‌کنيم . این دایره خط های ۸0 و 
6 را بترتیب در نقاط :4 و8 قطع می‌کند. ابت کنید میانگاههای وترهای ,413و :84 وپای ارتفاع 
مرسوم ازرآس ٥‏ درمثلث مفروض مثلثی بوجود می‌آورند که با مثلث اولیه مشابه است. 

۸ و عمودهای ,114و ,1 از نقط دلخواه 17 واقع بردایره محیطی مثلث 486 را بر اضلاع gy BC‏ 
6 از این مثلث وارد می‌کنيم. نقاط ۶ و 0 بترتیب میانگاههای پاره خط های 48 و,8,هستند. 
ثابت کنید که: *90 = 2۲ 

4۸4 ۾ تيار 40 ريم اروا 4 مخلت 480 دایره محیطی مثلث را در نقطه« 4قطع می‌کند . و 
۲ بترتیب میانگاههای پاره حط های و 48 هستند. ثابت کنید مثلث های ,64 4 و ۸۲۸ 4 متشابه 
هستند , 

۰ و وتر مشترک دودایره متقاطم قطریکی از آنها محسوب می‌شود. ازیکی ازدو انتهای این قطر 
مماس هایی را بردودایره رسم می‌کنیم . ابت کنید که انتهای دیگر قطر ومیانگاه‌های قطعاتی از 
مماس ها که درداخل دایره‌ها قرار دارند» رئوس یک مثلث قائم الزاویه هستند. 

۱ م ارتفاعات 42 و 22 راازمثلث 480 TT‏ 
امتدادها پاره‌عط های 4 و 8¥ رابا شرایط 8€ =1 4و 4= 8۸ جدامی‌کنیم. ثابت کنید 
پاره حط های ٥11‏ و ۷ متعامد ومتساوی هستند . 

۲ وروی اضلاع 46 و 8٥‏ ازمثلث 48٥‏ ودرخارج آن مشلث های متساوی الاضلاع ACB;‏ و 
BCA,‏ را رسم می‌کنيم. نقطه 14 میانگاه ضلع 48 ونقطه 0 مرکز مثلث 408 است. زوایای مثلث 
0را پیدا کنید. 

۳ وروی اضلاع 46 و 8٥‏ ازمشلث 80 ودرخارج آن مربعات ,024 4 و ,8088 رارسم 


۱۳ 


می‌کنیم . ثابت کنید نقطه تلاقی خطوط,8 4 و84 روی ارتفاع مرسوم برضاع 48 ازمثلث مفروض 
فراردارد. 

6 هو سه مشلث متساوی الاضلاع ۸,6 4:7 و ۸۰70 با جهت های یکسان مفروض هستند. 
نقاط ,4 » 4وو 4رئوس یک مشلث متساوی الاضلاع هم جهت با این مثلث هاست. ثابت كنيد 
میانگاه‌های پاره حط های 02 » 22 و 08 رئوس یک مثلث متساوی الاضلاع هستند. 

۵ ه متوازی الاضلاع 4802 مفروض است. روی اضلاع 02 و 8٥‏ ودرخارج اين 
متوازی الاضلاع مثلث های متشابه ٥2۴‏ و ۴8€ را هم جهت رسم می‌کنیم . ثابت کنید مثلث FAE‏ 
با اين مثلٹ ها مشابه و هم جهت است. 

۲ وروی اضلاع 48 و 46 از مثلث 486 به عنوان قاعده سه مثلث متساوی الساقین متشابه 
ACQ «< ABP‏ و ۶ را رسم می‌کنيم . دودایره اول را در خارج مثلث ودایره سوم را در داخل آن رسم 
می‌کنیم . ثابت کنید چهارضلعی 280 4 متوازی الاضلاع است. 

۷ وروی اضلاع 6 و 20 آرمثلث 480 مستطیل های متشابه ۸0۲ و 20۳ رارسم 
می‌کنيم. ثابت کنید نقطه تلاقی خطوط ۷8 و 04 روی ارتفاع مرسوم ازرلس 6 مثلث یا بر امتداد آن 
واقع است. 

۸ ه از انتهای 4 وتر 48 دردایره‌ای به مرکز 0 مماسی ب رآن رسم می‌کنيم . عمود 1 8 را از نقطه 8 
براین مماس وارد می‌آوریم . این عمود دایره را درنقطه 6 قطع می‌کند. ثابت کنید مرکز 0 ونقطه ۷ که وتر 
48 را بەنسبت 1:23 = 8 4A‏ تقسیم می‌کند و نیز نقطه '٥.متقارن‏ نقطه 6 نسبت به نقطه 1 روی 
یک خط مستقیم قراردارند. 

4 هو دوضلع مقابل 4۸ و 02 ازحهارضلعی 48٥0(2‏ ازطرف نقاط 4 و 6 بترتیب با نقاط 11 و ۷ 
به نسبت های مساوی تقسیم شده اند . ثابت کنید پاره خط 11۷¥ , خط واصل میانگاه دوضلع را به همان 
نسبت تقسیم کرده و خود نیز بوسیله آن نصف می‌شود . 

۰ ونشقاط ۲0۳ ود اضلاع چهارضلعی 0 راباشرایط « 0:06 ۸:۴8 و 
« 3:50 9 8:10 4. تقسیم کرده‌اند. ثابت کنید که پاره خط های 20 و ۸3 نیز همدیگررا با 
همان نسبت قطع می‌کنند. 

۱ متوازی الاضلاع 407 را درمثلث ۸80 طوری محاط کرده‌ايم که رئوس ظ ‏ ع و 
بترتیب روی اضلاع 80۰48 و46 قرار گرفته اند. از نقطه۸6 میانگاه ضلع 80 خط مستقیم ۸6 ۸ را 
رسم می‌کنیم تا خط 08 راد نقطه ۸ قطع کند. ثابت کنید چهارضلعی 67۵6 یک متوازی الاضلاع 


است . 


۲ از دورأس متقابل یک متوازی الاضلاع خطوط مستقیمی راعبور می‌دهیم . این حطوط اضلاع 
متوازی الاضلاع یا امتداد آنها را درچهارنقطه قطع می‌کنند. ثابت کنید این نقاط رئوس یک ذوزنقه با 


متوازی الاضلاع هستند. 

۳ و نقطه ]1 برضلع جانبی 48 از ذوزنقه 48٥2‏ رابه رئوس 0 و 2 وصل می‌کنيم. ازرئوس 4 و 
8 خطوط مستقیم 4.۷. و 8 را بترتیب موازی خطوط 07 و 17 2 رسم می‌کنيم . ثابت کنید نقطه × 
محل تلاقی این حطوط به ضلع ۸۵ تعلق دارد. 

4 و چهارضلعی 4802 مفروض است. خط راستی را ازرأس 4 موازی ضلع 0 رسم می‌کنیم و 
این خط قطر 82 را در نقطه 26 قطع می‌کند. خط دیگری رانیز ازرأس 8 به موازات ضلع 42- رسم 
می‌کنيم و این خط نیز قطر ۸0 را در نقطه ۷ قطع می‌کند. ثابت کنید که: 6۸ || 1/۷ 

۵ شش ضلعی «مرکزتقارن» دلخواهی مفروض است. روی اضلاع آن به عنوان قاعده» 
مشلث های متساوی الاضلاعی رسم می‌کنيم . ثابت کنید میانگاه‌های پاره حط هایی که هردورأس 
مجاور این مثلث ها را بهم وصل می‌کند. رئوس یک شش ضلعی منتظم است . 

٩‏ وروی ضلع 6 ازمثلث 4860 نقطه 16 راطوری اختیارمی‌کنيم که 16-3-16 4 باشد. روی 
امتداد ضلم 6ظ نقطه ۸۷ را نیزطوری انتخاب می‌کنيم که 2 = 2:۷ باشد. نقطه تلاقی پاره خط های 
AB‏ و1۷ آنها را به جه نسبتی تقسیم می‌کند ؟ 

۷ و سه پاره حط 44 818و004 مفروض اند . میانگاه‌های این خطوط را بترتیب باء 8:4 وب و 
مرکز ثقل مثلث های, 8€ 4 )8:2 .0:9 8 ارا بترتیب با ۸11و ۸۶ نشان‌می‌دهیم .ثابت کنید که 
و ءمیانگاه پاره حط ,/1۲,۸ است (یا نقاط, ۸1۸1 و و/1. بر هم منطبق اند). 

۸وروی میانه 011 از مثلث ۸80 نقعله ۸۷ مفروض است. از این نقطه خطوط ۸4۸۷ و ۷.ظ را رسم 
می‌کنيم تا اضلاع 80 و ا4 را بترتیب در نقاط, ۸ و,قطع کنند. ثابت کنید پاره حط 4,8 بوسیله میانه 
7 نصف شده و موازی ضلع 18 است. 

٩‏ وروی ضلع .از مثلت ۸90 نقطه" مفروض است. از این نقطه حطوطی را به موازات 
میانه ای۸1 و١11‏ رسم می‌کنيم تا اضلاع مثلث را در نقاط ,۸ و, 8قطم کنند. ثابت کنید میانگاه 
پاره خط ,4,8 ءنقطه, ونقطه 0 محل تلاقی میانه‌های مثلث مفروض برروی یک خط واقع است. 

۰ هھ محل تلاقی میانه‌های مثلثی از مرکز محیطی آن برابریک سوم شعاع این دایره است. ثابت کنید 
این مثلث» قائم الزاویه است. 

۱ و روی دوخط پاره‌عط های 48 و 02 مفروض اند . پاره‌ حط 417 با نقاط ۸ و:1به نسبت های 
B= BM: A B= A 0:‏ 10:4 4 (ظ عج ‏ 4 وپاره خط 00 با نقاط 2۷ و نیز به همان نسبت تقسیم 
شده‌اند. ثابت کنید پاره خط1 14بر پاره حط ,۲ ۷/ عمود است . 

۲ وثابت کنید اگر اضلاع جانبی یک ذوزنقه بر هم عمود باشند آنگاه مجموع مربعات قاعده‌های 
ان با مجموع مربعات اقطار این ذوزنقه برابراست. 

۳ اگر دریک چهارضلعی مجموع مربعات اقطا رآن با مجموع مربعات اضلاع آن برابرباشد آنگاه 


۰۵ 


چهارضلعی یک متوازی الاضلاع خواهد بود. 
۵٤‏ هدومربع هم جهت 802 4و, 0,2 ,4,8 مفروض اند. رابطه؟2 88-2 م60 4 4را ثابت کنید. 
۵ وروی میانهه ٥۸1‏ از مثلث ۸80 نقطه ۶ مفروض است. خطوط 4۲ و 8۲ که از این نقطه عبور 
داده شده‌اند اضلاع 08 و46 را بترتیب در:4 و,قطع می‌کنند. اگر ,88 = ,44 باشد آنگاه‌ثابت 
کنید مثلث مفروض » متساوی السافین است. 
۰ وروی قاعده 48 ازمثلث متساوی الساقین 480 نقطه2 مفروض است. 
رابطه 4۲۰8 = 2ج هر = *م ترا ثابت کنید.اگر روی امتداد قاعده 48 واقع باشد فرمول فوق به چه 
صورتی درمی‌اید ؟ 
۷ ه عمودهای ×11 )۸1۲ و 122 را از نقطه /۸ واقع در در ون مثلث قائم الزاویه ۸ (با زاویه قائمه 
6) بترتیب بر اضلاع 8€ » 04 و48 وارد می‌کنيم. آنگاه رابطة ز یررا ثابت: کنید: 

AY-AC + 87-8۸ + 01۰08 = AB? ٠ 
وروی امتدادهای اضلاع 48 » 80 و 64 ازمشلث 480 نقاط 1 ۷ و2 را بترتیب طوری‎ ۸ 
96و 04 = ۶ 4باشد.نسبت مجموع مربعات اضلاع مثلث‎ = ۸8, 0۷ = BC اختیار می‌کنيم که‎ 
. را بر مجموع اضلاع مثلث 6 بیابید‎ PMN 
اضلاع جانبی 86 و ظ۸ ازذوزنقه 4860 را حول میانگاه‌های آنها در حهت مه مثبت به اندازه‎ ۹ 
د وران می‌دهیم تا در موقعیت,0, و ,4,0 قرار گیرند. رابطة,4,8. = ,9,6 راثابت کنید.‎ 
وروی اضلاع 42 €2 و 2۶ آزشش ضلعی «مرکزتقارن» مثلث های متساوی الاضلاع‎ ۰ 
است.‎ Ne 80 رارسم می‌کنیم . ثایت کنید مثلث‎ EFF هم حهت 8 ۸8 620 و‎ 
وضلع 40 ار مثلث 48€ را حول رأس 4 تن را حول رس 8 به اندازه‎ 2۳۱ 
است.‎ ٥ مستقل از موفعیت رأس‎ 0٩ دوران می‌دهيم. ثابت کنید که موقعیت میانگاه پاره حط‎ ۶ 
نقاط 0,0 نقاط انتهایی پاره خط های دوران داده شده است.‎ 
وروی اضلاع یک چهاره به عنوان: قطرنیمدایره هایی رسم می‌کنیم . دوتا از این‎ ۲ 
نیمدایره های متقابل در درون جهارضلعی ودونیمدایره متقابل دیگر در بیرون آن قراردارند. ثابت کنید‎ 
میانگاههای کمانهای این نیمدایره ها ر توس یک متوازی الاضلاع هستند.‎ 
ویک مربع مفروض است. درداخل این مربع همه مثلىث های قائم الزاویه متساوی الساقینی را‎ 2۳۳ 
رسم می‌کنيم که یک رأس حاده آنها بریکی از رئوس مربع ورس قائمه آنها برروی اقطار مربع‎ 
منطبق اند. مجموعة رئوس سوم این مثلث ها را بيابید.‎ 
وروی اضلاع یک مثلث ودرخارج آن مر بعاتی را رسم می‌کنيم. ثابت کنید ارتفاعات مثلثی‎ 4 
. که رئوس آن مرک ز تقارن این مر بعات است از رئوس مثلث مفروض عبور می‌کنند‎ 
ه در مثلث 486 ارتفاع, ۸4 ,88 و66 رارسم می‌کنيم نقاط ,4 ,2 و ,6 میانگاههای این‎ ۵ 


ارتفاعات است. 

ثابت کنید مثلث های:0 ۸08 ۰ 8004۱ و 4۱62 متشابه هستند . 

۵٩‏ ه خطوط موازی ٩‏ و٩‏ ودو حفت نقطه یعنی ,»و 4و8 مفروض اند. ر وی خطوط مفروض 

نقاط € وت را طوری بیابید که ,4:6 || 4,0۰ و و820 || 8,01 باشد . 

۷ ه اضلاع 86 و 40 از چهارضلعی ۸802 بوسیله نقاط ,8 »,8 و44 به قسمت های مساوی 

تقسیم شده‌اند. آیا همیشه می‌توان خط مستقیمی را طوری رسم کرد که قطعه محصور از آن بوسیله اضلاع 

2 و ظ0 بوسیله خطوط, 8 4و 4:8 به دوقسمت مساوی تقسیم شوند؟ 

۸و سه نقطه4» ,8 و٤‏ مفروض اند. این نقاط را به عنوان نقاط تقسیم اضلاع مثلث 48€ طوری 

اختیار می‌کنيم که آنها را به نسبت 1 تقسیم کنند. مثلث 480 رارسم کنید. 

۵۹ ه روی وتر مثلث قائم الزاو یه ای با در امتداد آن نقطه ای را طوری پیدا کنید که خط واصل تصاویر 

آن روی اضلاع زاویه قائمه بر وتر عمود باشد. 

۰ م پاره خط های 0۸ 08 و 0€ دوخط مستقیم » وه را در نقاط 4 . 8 . 6 ود 8 و01 طوری 

قطع می‌کنند که« = 8:80 4و م = :0.۱ باشد. رابطه بین نسبت های × = ,08:08 و 
,00:00 رایید| کنید. 

۱ و اضلاع متقابل 48 و90 »42 و 26 از جهارضلعی 48٤٥2‏ درنقاط £ و ۴ همدیگر را قطع 

می‌کنند. ثابت کنید پاره حط های حاصله از اه ن طریق درتساوی یک کے ے کسید صدق می‌کنند. 

۲ ھ پاره خط مار از مرکز ثقل مثلثی اضلاع آنها را به پاره حط های مساوی تقسیم می‌کند. رابطه بین 

نسبت قطعات حاصله برروی یک ضلع ونسبت قطعات حاصل برروی ضلع دیگررا ا 

۳ ه امتدادهای اضلاع متقابل یک جهارضلعی همدیگررا دوبدودریک نقطه قطع می‌کنند. ثابت 

کا واصل این نقاط برروی حطی فراردارد که از میانگاههای اقطار جهارضلعی عبور 

می‌کند. 

٤‏ وروی صفحه ای یک دایره ویک نقطه مفروض اند. ثابت کنید مجموع توانهای چهارم فواصل 


این نقطه از رئوس دایره محاط در دایره مقداری ثابت است. 


بخش ۷ ه مقادیر حداقل وحداکثر 
مسائل مر بوط به یافتن مقادیر حداقل و حدا کثررا معمولاً می‌توال طبق طرح ز یر با موفقیت حل کرد : 
۱« کمیتی را که یافتن مقداربهینه آن مطرح است (یعنی کمیتی که کوحکترین یا بزرگترین مقدار آن 
باید پیدا شود) مشخص کرده و آن را باحرف ۷ (یا حروفات ۳۰,۹ 13 وغیره براساس طرح مسئله) 
نشان می‌دهیم . 
۲ ه یکی از کمیت‌های مجهول (یک ضلع. یک زاویه غیره) را متفیر مستقل در نظر گرفته و آن را با 2 


نشان می‌دهیم . کرانه های حقیقی تغییرات 2 (طبق شرایط مسئله) را تشکیل می‌دهیم. 

۳ ه طبق شرایط مشخص مسئله مقدار لا را برحسب 2 و کمیت های مجهول بیان می‌کنيم . (این حالت» 
مرحلة هندسی حل مسئله بشمار میر ود). 

4 ه بزرگترین با کوچکترین مقدارتابع (2) ۶= لا (طبق مطلوبات مسئله) را که در مرحله قبل بدست 
آمده است در داخل فاصله ای از مقادیرتغییرات حقیقی 2۶ ( که در بند 3 بدست آمده است) محاسبه 
و 

۵ هنتبجه بند ٤‏ را در مورد مسئله هندسی مفروض تفسیر می‌کنيم . 

درطی سه مرحله اول مدل تحلیلی یا ریاضی مسئله تشکیل می‌شود . در اینجا حل موفقیت آمیز مسئله به 
انتخاب منطقی متغیر مستقل بستگی دارد. بیان تحلیلی ل برحسب × با روش نسبتاً ساده حائز اهمیت 
است. در طی مرحله چهارم مدل ریاضی تشکیل شده بوسیله آنالیزریاضی و گاهی نیز با روشهای 
مقدماتی بررسی می‌شود. طرح کلی حل مسئله یافتن بزرگترین پا کوچکترین مقدارتابع (2) =f‏ ل را 
که در بازه 6 دیفرانسیل پذیر است؛ با استفاده از حساب دیفرانسیل و انتگرال با زگومی‌کنيم : 

(2()1) راپیدا می‌کنيم. 

(2) نقاط بحرانی و ایستا را در مورد تابع (2) ژ بدست می‌آوریم . یعنی نقاطی را پیدا می‌کنيم که به 
ازاء آن2(=0) "] بوده و یا (2) "موحود نیست. 

(3) جدولی از مقادیر(2) ۷-1 تهیه می‌کنیم؛ این جدول بایستی مقادیری از تابع را شامل شود که به 
بند (2) مر بوط شده ونیز نقاط انتهایی بازة را در برگیرد . اگر بازة 2 دارای نقطه انتهایی نباشد در 
آنصورت حدود تابع (:2) ۶ به ازاء نقاط انتهایی بایستی در جدول آورده شود . خوانند گان بخاطر داشته 
باشند که در حل این مسائل حالا تی نیز پیش می‌آید که در آنها صرفاً از روش هندسی استفاده 
می‌شود (به مثال ۵ زیر مراجعه کنید) 

مثال ۱ وروی دایره‌ای به شعاع ۴ نقاط لے و 8 مفروض اند. 
فاصله بین آنها برابره است . غير از این دی نقطه دلخواه 6 
نیز روی این دایره درنظر گرفته شده است. بزرگتر ین مقدار 
ممکنه برای عبارت 8032 + 4۶ را بیابید (شکل .)٩۳‏ 


حل ۱ هعبارت 803 + *40 کمیتی است که بایستی بهینه آن را بیابیم . شکل ٩۴‏ 
تساوی ل = 80۶ + 4 را درنظر می‌گيريم. 

۲ م متخیر مستقلی را بصورت 8 €4 ے = ته اختیار می‌کنيم . 

حدود حفیقی این متغیرعبارت از ۷ - 7 > ت > 0 اس تکه در آن 0 4ص می باشد(این زاویه 


۱۸ 


از انتخاب نقطه 6 مستقل است زیرا هميشه برابرنصف کمان 48 کوحک است).بخاط ر ماهیت مسئله 
بدیهی است که نقطه 6 بایستی روی کمان بزرگ 48 انتخاب شود . 

۴و کمیت ‏ یعنی *20 + *10را برحسب 2 » و ۸ بیان می‌کنيم. 
طبق قانون کسینوسها 2 AC= 2R sin (x — 2 -- 7( 27 sin (7 + 7) BC = 2R si»‏ 
است. بدلیل ۷ طاو 2A‏ = 48 رابطه 5181 2A۸‏ س = ۵ را داریم که ا زآن نیز چو سو = 518 استنتاج 
می‌شود. درنتیحه رابطهٌ زیر حاصل می‌شود که در آن چ = ۷ sin‏ است : 
sin (2 = y(‏ + و y— 4۶ + 0۶ << )21 sin 2(۶ O sin (z + "4R? (sin‏ 
(مدل ریاضی مسئله تشکیل شده است). 
4 وتابع((+ت) Jy = 4R? (sin? x + sin‏ را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم . بایستی بزرگترین مقدار 
آن را درباره ( ٩-٩‏ و 0 ) بيابیم . درعبارت تابع تبدیلا تی را انجام می‌دهیم . چنین داریم : 

y= 4R اد بر ید1‎ 22 | 222 [2 — (cos 2z +4 cos (22 + 


(1—cos (22 *( 605 (۰‏ 4702 = ]))2 
بزرگتر ین مقدار عبارت حاصله را می‌توان بدون استفاده از مشتق بدست آورد . بدیهی است که تابع 


بزرگتر ین مقداررا وقتی اختیار می‌کند که ((۰ + 22) ۰05 کوحکتر ین ممقدار خود را اختیار کند. بعنی 
وقتی که 1 س = (" + 22) 605 باشد. این تساوی به ازاء 7 = - 2 یعنی به ازاء لے بو 
حادث می‌شود. توجه دارید که نقطه چت به بازة (- و 0) تعلق دارد. خال بزرگترین مقدار 
ممکنه برای تابع ل ۳ 

y = 4R (1 — )-٩( cosy) == 4R? (1 + cos) = 4R (1 + ۷ 1 — sin") = 

4R (1+ 1 چچد‎ r) = 2R QR + ۷ 27۳7 

(دراینجا آعرین مرحله مسئله درجهار چوب تشکیل مدل ریاضی انجام گرفته است). 
۵ ه با مراجعه به اصل مسئله نتیجه زیر را بیان می‌کنیم : 
بزرگترین مقدارممکنه برای عبارت 802 + 40*۶ با (م -- 1۷/27۳۳ 2۸)3۸ برابر است؛ این 
مقدار وقتی حاصل می‌شودکه لج =8 04ے یعنی‌متلث 86 4 متساوی الساقین باشد(8 10-0 ۰ 
مثال ۲ م از نقطه ثابت/1.در درون یک زاویه خط مستقیمی را طوری رسم کنید که مثلث حاصله دارای 
کوجکترین مساحت ممکنه باشد (شکل :۹). 
حل ۵ ۵۱ کمیت مورد بهینه عبارت از 5 مساحت مثلث 408 است. 
۲ ه خطوطی بصورت 17108 2 و 1716۱10۸ را رسم می‌کنيم . اگر 19-2 منظور شود کرانه‌های 
حقیقی ‏ عبارت از 00+ > 2 > 0 خواهد بود. 


۳ و حون 11 نقطه ثابتی است پاره‌عط های 2و انیزثابت بوده و KM—b« DM — a‏ را منظور 
می‌کنيم. مقدار 6 را برحسبت » وط بیان می‌کنيم . 
مثلث های 3 1715و 4013 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم . آنها متشابه بوده و از اینرو ‏ #2 ے 28 


40 OB 
یعنی سک = مب راداریم . از اینرو ع مس سس‎ 
است. بنابراین‎ ۵ << ے4B‎ E بازهم » وزه. 40.08 چ = 3 را‎ 
لے ے ی وزو ( -م) 2 چ ی‎ e, هک‎ 
. (مدل ریاضی مسئله) بدست می‌آید‎ 


4 وتاب 2 بز = وء مه + > ته > 0 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم که دران شش R=‏ 


)1( نس ترس و ی سم ابید ۳۳ 


Zz 
از بین این سه نقعله ففعل‎ TT مشتق تابع در نقطه 0 = 1 وحود ندارد‎ )2( 
نقطه 4 =2 به بازه (۵0+ و 0 ) تعلق دارد:‎ 
: حدود یک طرفه تابع را در نقاط انتهایی بازه بد ست می‌آوریم‎ )3( 

مہ + سے 2ا 1 ,0+ = 


سم و آ 0ج ید 


حدول مقادیر تابع به شرح زیر خواهد بود. 


بنابراین کوچکترین مقدارتابع در نقطهه = حاصل می‌شود . 
۵ ه به اصل مسئله هندسی برمی‌گرديم . اگر  »‏ ۸8 = ند باشد آنگاه 
بدلیل ۵ = 0017و میانخط بودن ۸6 در مغلث 4013 نقطه ۸۷1 میانگاہ 13 ۸ 
خواهد بود . بدین ترتیب برای تشکیل مثلثی با حداقل مساحت ممکنه حط 
مستقیم را بایستی طوری از نقطه 7 عبور دهم که قطعه محصور از این خط در 
داحل زاویه با نقطه 1 نصف شود . 


0 ۸ x 8 ٩٤ شکل‎ 


مثال ۳ ور وی اضلاع مساو ی8 4ے ۾BC‏ ازمثلث متساوی الساقین 48€ نقاط 1۵ و ٤‏ رابا شرط 


۱۹۰ 


| این یم .روی خط DE‏ مر بی راطوری رسم می‌کنيم که مر بع ونقطه ق دردو 
طرف خط £( قرار بگیرند. اگره < 0 4و ارتفاع 8 از مثلث ۸4190 برابره باشد بزرگترین مقدار 
ممکنه برای مساحت سطح اشتراک مثلث و مر بع را بیابید. 

حل ۱۵ ه کمیت مورد بهینه عبارت از مساحت سطح اشتراک مثلث ومربع است که با که نشان 


می‌دهیم . 


۲ ضلع مربع را با 2 یمنی 128 <هنشان می‌دهیم و کرانه‌های حقیقی ته را پیدا می‌کنيم . بدیهی است 

که از میان همه مربعاتی که کاملا درداخل مثلست قسراردارند مربعی بیشترین مساحت را داراست 

که درداخل مثلث محاط شده است. یعنی مربعی که همه رئوس آن روی اضلاع مثلث قرار دارند 

(شکل ۹۵ ). اگر مقدار × از طول ضلع مربع محاطی بیشتر باشد آنگاه مربم ومثلث به شکل ٩٩‏ 
ی‌آیند. در این حالت سطح مشترک مثلث, مر بع با مستطیل محاطی 7 1017 نشان داده می‌شود . از 

اه مربع محاطی راپیدا مي‌کنيم. از 

نشابه مثلث های 816 و 48€ (به شکل ٩۵‏ مراحعه کنید) درمی‌پابيم که: 


3 م سب و‎ bh 


BR DFR 
۳ ۲ bi 
بک سس حاصل می‌شود.‎  > بنابراین‎ 
تسا حت 5 مربوط به ستطیل محاطی ۲7 0£ را برحسب ۰6 2 ون بیان می‌کنیم . ازتشاره‎ ۳ 
ر‎ 7 
9۲ مثلث‌های 401 و 418 به 4۳ ے 27 پر 2 3 یب‎ 
و به لگ بح سلط یعنی سشج = سر وصول می یابیم که از زان‎ 
3 
lr ر])‎ (r ۲ hibr) , . 
نیز کد = 01 ودرنتیجه © ے کی ا‎ 


ا شج ] مورد ملاحظه قرار داده و بزرگتر ین مقدا ر آن 
به ازاء هم + 0= 8 (2) (ه2 -) = اک (1) 


ما تا ۵0 E‏ 4 
حال تعلق نقطه جرا به بازۂ نیم باز ( ۵ , شب | یعنی برقراری نامساوی ج > ےہ را بررسی 
می‌کنيم . این رابطه بان شرط و[ -د > 2۸h‏ ا وا شش اک رح وروت اناد 
در درون با نیم باز ( ط د CT‏ 
(3) رن قاتا جدولی را برای بان زین ناه مک TR‏ 
+ 0 2 سس موم ال ۷ صنا. همحنیی | bh‏ 
که :0= )2 lim 7 (bz‏ (ت) که 1108 جنس زانحا که TER‏ یک ضلم مربع محاطی 


است» )ج( ت ( ج( ګرا دار 


سرانجام چنین حاصلمی‌نود: 4£ = ((‡) .)=( )3 


حال 3 مب سب ) < را ثابت می‌کنيم. این رابطه را به نامساوی 4900 <<*(۸ + ط) یعنی 
2 1 ت تحویل ده کہ وس بدیهی است. بدین ترئیب اگر > ۾ باشد 
j e‏ 5 ۳1 


باشد آنگاه ۳۳ مورد 7 شکل ان بود: 


در این حالت بزرگترین مقدارتابع 5 برابر ی ) بود + ودرنقطه ی و این مقدارمی‌رسد. 
۵ ه با مراجعه به اصل مسئله به نتیجه گیری زیر وصول می یابیم . اگر ارتفاع ملث از قاعدهآن کوتاهتر 
باشد آنگاه سطح مشترک مثلث و مرب رسم شده بر روی میانخط مشلث بزرگترین سطح را خوا خحواهد 
داشت. و اگرارتفاع مثلث از قاعده کوتاهتر باشد آنگاه مساحت مربع محاط در مثلث بزرگتر ین مقداررا 


خواهد داشت . 


٩٩ شکل‎ ٩۵ شکل‎ 


1 F ثم‎ ۸ ]۲ P 
ه دریک دایره ای به شعاع ۴ همۀ ذوزنقه‌های محاطی مورد نظر هستند. طول ضلع جانبی‎ ٤ منال‎ 


۱۱ 


ذوزنقه‌ای را پیدا کنید که دارای بیشترین مساحت باشد, با این شرط که طول یکی از قاعده‌های آن 
برابر3 8۷ باشد. 
حل ۱ ه کمیت مورد بهینه را که مساحت ذوزنقه است با ٩‏ نشان می‌دهیم . 
۲ و زاویه مجاور به قاعده معلوم را با # نشان می‌دهيم . حداقل مقدار ممکنه برای این زاویه عبارت از60° 
بوده و در ابنصورت ذوزنقه به یک مثلث منتظم محاطی تبدیل می‌شود که طول ضلم آن برابر3 ۸۷ 
خواهد بود (شکل .)٩۷‏ ازطرف دیگر چون کمان مقابل به زاویه مجاور به قاعده ذوزنقه از240° کمتر 
است (شکل )٩۸‏ از اینرو ته نیز بایستی کمتر از 120۴ باشد. بدین ترتیب کرانه‌های حقیقی متغیر 
مستقل کمکی عبارت از *120 > 2 > 60° خواهد بود . 
۳ ه مساحت 5 ذوزنقه 48610 را برحسب = و13 بیان می‌کنيم. چنین داریم: 
و »۶2804-120 60 4 نگ = «LABD‏ و« وزو 88-9۳ < AD=RVY3‏ 
BH = BD sin (120°—z)=2R sin 27 x sin (120° — z)‏ 

۳# نیز ارتفاع ذوزنقه است. چنین حاصل می‌شود : 

HD AA > BD cos (120°— a) = 2R sin x cos (120° — #) 


5 = HD.BH — 2R sin 2 cos (120°—z).2R sin zx sin (120° — 7z) = 
2R? sin? xz sin (240° — 2z) 


1 ه بزرگترین مقدارتابع (22 —240°( S— 2R? sin zX sin‏ را در بازه نیم باز(120° ,60°] بدست 
می‌آوریم. 


(1) S' ۶ (2 sin z cos 2 sin (240° — 27) — 2 sin z X cos (240°— 22(( = 
4R* sin z (sin (240° 2z) cos 2 — sin 2 X cos (240° 22)) = 
4R? sin z sin (240°— 2z — xz) = 4R sin 2 x sin (240° — 32). 
دربازه نیم باز (1207 ,60°] مقدار" فقط در نقطه 80° = 2 صفر می‌شود.‎ (2) 


(3) 


2R? sin 80° 


در این جدول (*120) 5 به عنوان 5 د1 مفهوم می‌شود. 


مقادیر 383 و *80 د1ء 2 را مقایسه می‌کنیم . بافرض ات 80° a 2712 sin‏ 
ا حا 80° 81۳3 وصول می‌یابیم که ارآن E‏ < *80 9108 یعنی 1 > 80° sin‏ 
با *60 18و < 80° sin‏ استنتاج می‌شود . نامساوی اخیر و درنتیحه فرض ما درست می‌باشد .از اینروتابع 
5در80° = * به بزرگترین مقدار خود مي‌رسد . 

۵ ه بدین ترتیب ذوزنقه ای دارای بیشترین مساحت می‌شود که زاویه مجاور به قاعدة آن "800 باشد. پیدا 
کردن ضلع جانبی چنین ذوزنقه ای مطلوب شده است . ۱ 
ازمثلٹ 482 (شکل ۸) به (2 س *120) ھاو 2۴۸ = 48 می‌رسيم. به ازاء 80 = ے تساوی 
40 ماو 2۸ = 48 حاصل می‌شود . 


۸۵ 


شکل ٩۷‏ شکل ٩۸‏ 
مثال ۵ وثابت کنید که دربین همه مثلث ها که قاعده وزاو یه مقابل به قاعده د ر آنها یکسان است 
مثلثی دارای بلند ترین نیمساززاویه مقابل به قاعده است که متساوی الساقین باشد. 
حل هروش اول. ۱ 
1 طول نیمسا 82 را باید بهینه کنیم (شکل ۹۹). 
2 طبق فرض 40 و 2۸0 مقادیرثابتی هستند. تساوی‌ های اد هو 6 48٤€‏ رادر 
نظر می‌گیریم ومتفیر مستقل 28 4ے =2 را معرفی می‌کنیم . کرانه‌های حقیقی متفیر 2 را بدست 
می‌آوریم . ازیک طرف» زاویه ته برای مثلث 2300 زاویه خارحی بوده و از هریک از زوایای داخلی 
مثلث 824 که غیرمجاور به این زاویه هستند بزرگتر است. یعنی < است. ازطرف دیگر از 
مثلث 482 به سب > و ودرنتیجه به گس و > بو > 3 وصول می‌یابیم . 
BD 3‏ را برحسب ت »ظط و 8 بیان می‌کنيم . 
توجه داریم که دس و سوب 240 و ظس ود B0‏ است. 


2 
= ما از مخلن ۸476 ۵48 __ ۵40 ری bb _ AB‏ 
ی ی ا E‏ 


b sin )8ء(‎ 
۰ iy ۰ و بن‎ 1 2 ۰ 


sin 


ر 82 ی تست اف هه > توا د که از آن نیز تسا 
nD 7 sina 277‏ 8 ( ۱ 7 3212 حاصل می‌شو راد نیز تساوی زیر 
( کت وت وه sin‏ 
استنتاج می‌شود 
۳ ( 8۱ ( ۱ ۳ ۱ 
z+ _ 09 8-02‏ هه | 22 8 sin (z+.‏ ۸2 5 
sin z sin z sin ۵ 2 sin ۵ sin z :‏ = ل 
B‏ 
شکل ٩٩‏ ۵ 
A4 D C‏ 
ا ۰ مقدار تا b , cos Bes 2z‏ ۳ ۱ باز( 8 ]۱ 
٤‏ ۾ بزرگترین ST Ch ET TET ETE‏ 5 ) بدست می‌آوریم 
)1( 
ا E 2 sin 2z sin r — cos 2 (cos 6-609 22) b‏ 
مش ising sin x ` 2sin‏ کل 
(cos dr cos r f sin Zz xin zı 4 sin 22 sin z— cos Û COST b x‏ 
۵ 19و2۵ sin® 2z‏ 
cos + 25192 2( _‏ — ۳۹ ةِ_ | هه Ê‏ وس 2 sin r cos‏ 2 سل 2 cos‏ 
sin z . ` gif sin 2 56‏ 
(فوزو پگ تمزه) ± وه ê‏ 
sin ۵ sin 2 1‏ 


(3) اک 0 ۶ اه E‏ تم (متادله هه بانب سور ) جواب 
دیگری ندارد)؛ 0 - ل است؛ اگر 0 = 50 باشد و موجود نخواهد بود ودر باز باز( 8 نش | 
این معادله فاقد جواب است .` 

(3) جهت تهیه جدولی برای یافتن بزرگترین مقدار ابتدا همه حدود یکطرفه تابع تحت بررسی را به ازاء 
0 + ا ج و 0 سج تم پیدمی‌کنيم : 


lim 0 o مت‎ 2z) _ b (cos سح‎ —0, 
وب شمه‎ 2 sin Ê sin سب‎ 

lim A کی ا‎ 2z) _ b(cos 8 —cos (2r—B)) _ 0 
x> وق‎ 3 2 sin sin (a 3( 


۰ 2 ۹ ۳ ۳ ۴ َه 


عبارت زیر است: 


8 

مد 2 

b cos t1 | ی( 2 رت‎ 

asin 1 21 ۳ 2 0 
4 si چ-‎ C08 چ‎ 


۵ اگر 2 = ب باشد آنگاه 90° = 8 ۸7ے خواهد بود. این امربدین معنی است که در مثلث 80 4 
نیمساز 82 ارتفاع آن نیز بوده و از اینرومثشلث 40 متساوی الساقین است. بدین ترتیب از بین 
همه مثلث هایی با زاو به مقابل به قاعده و قاعده یکسان مثلثی دارای بزرگترین نیمساز زاویه مقابل به 
قاعده است که متساوی الساقین باشد. 

روش دوم 9 در اینجا روش هندسی برای حل مسئله ارائه می‌دهیم که بطور چشمگیری از راه قبلی 
خلاصه تر وظریف تر است . 

بر مثلث 480 با نیمساز زاویه 82 دایره ای را محیط می‌کنيم (شکل ۱۰۰). رئوس همۀ مثلث های 
باقیمانده با قاعده وزاویه مقابل به قاعده یکسان روی کمان )4 قراردارد. مثلث متساوی الساقین 
را اختیا رکرده ونیمساز, 8,2 زارسم می‌کنیم . ثابت م یکنی مکه ,8 >80 است. نیمسازهای 
و( را امتداد می‌دهیم تا دایره را قطع کند. هردوی آنها دایره را دریک نقطه مانند1 قطع 
می‌کنند که میانگاه کمان» 4 است. بدلیل اینکه/ ,8 قطردایره است .11 ,81/3 را داریم.از متلث 
1,7 نتیجه می‌شود که 211 << 27 است. از این نامساوی‌ ها - 821 > 2 ]ودر 
نتیجه 8,2 > 82 81 استنتاج می‌شود. 


۵ م ثابت کنید که در مثلث قاثم الزاویه4--2 ۷> < است.در این رابطه « شعاع دایره محاطی و ۸ 
شعاع دایره محیطی مثلث است. 

٩‏ ه ابت کنید دریک مثلث متساوی الساقین نسبت شعاعهای دایره‌های محاطی ومحیطی از 
تجاوز نمی‌کند. 

۷ ه ثابت کنید دربین مثلث هایی که د رآنها زاویه‌های مقابل به قاعده‌ها مساوی بوده ومجموع 


اضلاع جانبی آنها مقدارثابتی است, مثلثی دارای کوتاهتر ین قاعده است که متساوی الساقین باشد . 
۸ وثابت کنید دربین مثلث هایی که در آنها قاعده‌ها وزاویه‌های‌مقابل به قاعده‌ها مساوی هستند 
مثلثی دارای (۵) بیشتر ین مساحت» () بیشترین محیط » است که متساوی الساقین باشد. 

۹ هو ابت کنید در بین مثلث های متساوی الساقین محاط دریک دایره مثلئی دارای (9) بیشترین 
مساحت» (0) بیشترین محیط است که متساوی الاضلاع باشد. 

۰ م نقطه 4 واقع بین دوخط موازی ,1 و ا بترتیب به فاصله های ۾ وة از انها قراردارد. این نقطه 
راس مثلث قائم الزاویه ۸6 است. نقطه 8 روی خط مستقیم ,1 ونقطه 6 روی خط مستقیم وا قرار 
دارد. ثابت کنید از بین همة چنین مثلث هایی مثلثی با اضلاع زاو یه قائمه با طول های 2 ۰17 و ۷/2 
کمترین مساحت را دارد. 

۱ ه مستطیلی را درداخل مثلثی محاط کرده‌ايم . ثابت کنید مساحت مستطیل از نصف مساحت 
۲ ه در داخل مثلث معینی متوازی الاضلاع هایی را طوری محاط کرده‌ایم که با مثلث در یک زاویه 
مشترک هستند. ثابت کنید متوازی الاضلاعی دارای بیشترین مساحت است که رأس آن ضلم مقابل به 
زاویه مشترک را در مثلث نصف کند. 

۳ م ساحت مثلث 486 برابر 5 بوده و 2-8 است. حداقل مقدار کمیت های زیررا بیابید: 
(۵) محموع اضلاع 48 و 8€ : () ضلع 6 4 ؛ (6) محیط مثلث. 

٤‏ ه از بین همة مثلث های متساوی الساقین که در آنها طول میانه‌های وارد برضلع جانبی مقدار 
یکسان است مثلثی را بیابید که دارای بیشتر ین مساحت باشد. اندازۀ زاو یه مقابل به قاعده جنین مثلثی 
جقدر خواهد بود ؟ 

۵ و درمثلث 4۸8€ با اضلاع »۵ وم اضلاع ۸ و 4€ را ازر ئوس 8 و 6 آنقدر امتداد می‌دهیم 
تا به این اضلاع به طول های ۰۱2 و 4# باشرط 6 ۸ = 61 + 82 تبدیل شوند. 42 و ۸ راطوری پیدا 
کنید که پاره عط ۵ کوتاهتر ین طول را داشته باشد. 

5 وروی‌ضلع 40 ازمثلث ۸80 نقطه دلخواهی را اختیار کرده و از آن عمودهایی را بر اضلاع 
8 و 80 رسم می‌کنيم . اگر26 < 48 باشد مقادیر مینیمم وما گزیمم حاصلجمع طول این عمودها 
را بیابید. 

۷ ه دریک مثلث قائم الزاویه مستطیلی را محاط کنید که یک رأس آن با رأس قائمه مثلث مشترک 
بوده و قطر آن حداقل باشد. 

۸ مجسمه ای به طول هه #روی ستونی به ارتفاع « 5.6 قرار گرفته است . یک ناظر در حه فاصله ای 
ا ر گیرد تا مجسجه را با ر ن زاویهممکن وو بے کند؛ با ین فرض که فاصله سیلح 
زمین از سطح چشم ناظر معادل هه 1.6 باشد؟ 


1 9 و طول اضلاع حانبی وطول یکی از قاعده‌های ذوزنقه ای برابر 0 15است. برای به حداکثر 
رسیدن مساحت این ذوزنقه قاعده دیگر آن جقدر باید باشد؟ 

۰ ه ذوزنقه قائم الزاویهای با قاعده‌های ه وف وارتفاع ۸ مفروض است. مستطیلی با بیشترین 
مساحت ممکنه از این ذوزنقه جدا می‌کنیم . اگر (3) 1ه 9-60 وصه 80= 4 وه 400 (ط) 
0 24-م ده 8- ۵ وه ۶-42 باشد, مساحت این سطح را محاسبه کنید. 

۵۵1 ۾ طول ضلع مر بع 0 معادل 80۳2 است. روی اضلاع 48 و 26 نقاط 2 و2 رابترتیب با 
شرطcm‏ 3= BP =BE‏ اختیارمی‌کنیم. روی اضلاع ٩2‏ و42 نیزنقاط 17و × راطوری اختیار 
می‌کنیم که ذوزنقه ۶21۴۸ دارای بیشترین مساحت ممکنه باشد. بیشترین مقدارممکنه برای 
مساحت ذوزنقه حقدر است؟ 

۲ هو در پنج ضلعی 4091 رئوس 8)4 و 2 قائمه بوده و ۵2-6 ۸82-0 ۰ 98C‏ 5-7 
است. اگر (ه)هه 4=7 9= 0 ۰23 وله دس اک اک( 
آنگاه در پنج ضلعی مفروض مستطیلی را محاط کنید که بی بیشترین مساحت را داشته باشد. 

۳ م روی دایره ای دو نقطه 4 و ظ مفروض است . ر وی دایره نقطه 6 E‏ 
حاصلضرب 4۸6۰86 دارای بیشتر ین مقدا ممکنه باشد؛ (ظ) حاصلجمع6 8 + 6 4به بیشترین مقدار 
ممکنه برسد . 

6 (۵) ازبین همة قطاع هایی با محیط ۶ قطاعی را بیابید که دارای بیشترین مساحت ممکنه 
باشد؛ 

(ط) از بین همه قطاع هایی با مساحت ٩‏ قطاعی را بیابید که دارای کمترین محیط ممکنه باشد. 
۵ مقطع عرضی تونلی ازیک مستطیل ویک نیمدایره بربالای آن تشکیل شده است. اگر محیط 
این مقطع برابر ۳ باشد برای به حدا کثر رسیدن مساحت مقطم » شعاع نیمدایره حقدر باید باشد؟ 

5 هفاصلةٌ دووتر 48 دردایره‌ای به شعاع 8 ازمرکز 0 برابر# است. درقسمت کوچکتری از دایره 
که توسط وتر 48 حداشده است مستطیلی را با حدا کثر مساحت ممکنه محاط کنید . 

۵۵¥ و در دایره ای به شعاع ۴ ذوزنقه‌ای محاط شده است. یکی از قاعده‌های این ذوزنقه با قطر دایره 
" مساوی است. حدا کثر مساحت ممکنه برای جنین ذوزنقه ای را پیدا کنید. 

۸ هھ (8) ثابت کنید ازبین همۀ مثلث هایی که در آنها زاویه حاده مقابل به قاعده ونیز خود قاعده 
مساوی است» مثلثی دارای بلند ترین میانه وارد بر قاعده است که متساوی الساقین باشد. 

(ط) ثابت کنید که از بین همۀ مثلث هایی که در آنها زاو یه منفرجه مقابل به قاعده و خود قاعده مساوی 
است مثلثی دارای کوتاهترین میانه وارد بر قاعده است که متساوی الساقین باشد. 

4 ه حط مستقیم 1 را ازتارک 8 مثلث 486 رسم می‌کنيم . از نقاط 4 و 4 عمودهایی براین خط 
رسم می‌کنیم . ثابت کنید مجموع طول های این عمودها درصورتی به حداقل ممکنه می‌رسد که خط 1 


۱۸ 


برمیانه 81 مثلث 48٥€‏ عمود باشد. 

۰ (2) ازبین همۀ مثلث های متساوی الساقین با مساحت؟مثلثی را بیابید که شعاع دایره محاطی به 
حداقل برسد. شعاع این دایره را محاسبه کنید. (ظ) بردایره ای به شعاع 7 مثلثی را با حداقل مساحت 
ممکنه محیط کنید. این مساحت را محاسبه کنید. 

۱ و طول ضلع مربع ۸802 برابره«ه6 است. روی اضلاع 42 و 42 نقاط × و2 راطوری 
انتخاب م یکنیم که 012 1-3 4 وه 2= ۶ 4 باشد. ذوزنقه ای با قاعدۀ ۸۲ رادراین مربع محاط کنید. 
حداقل مساحت ممکنه برای این ذوزنقه حقدر است؟ 

۲ و وتر 4# دردایره‌ای برابرشعاع آن است. وتر 02 راموازی وتر ۸ طوری رسم می‌کنيم که 
ذوزنقه ۸802 حداکثرمساحت ممکنه را دارا شود . 

اندازهٌ زاویه ای کمان کوحک مقابل به وتر 01 را بیابید. 


فصل دوم ۱ 
هندسه فضایی 


بخش ۸ ه برش های چند وجهی ها 

برش چند وجهی بوسیله صفحه, در ا کثر مسائل هندسه فضایی بکار گرفته می‌شود . در بخش حاضر 
برخی از روشهای رسم برش ها را مورد بحث فرار خواهیم داد. برش هایی را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم 
برش هایی را مورد بررسی قرارمی‌دهبم که دارای شرط توازی با یک صفحه معین؛ یک خط معین یا دو 
خط معین است. مثال هایی از رسم برش هایی که بریک خط يا یک صفحه معین عمود است در بخش 
٩‏ ارائه شده است. اشکال ۱۰۱ تا ۱۰ برش هایی از چهار وجهی ومتوازی السطوح را نشان می‌دهند . 
درشکل ۱۰۱ برش از یال A48‏ ونقطه/1 واقع بریال ٥2‏ رسم شده است؛ درشکل ۱۰۲ برش ازرأس 
۶ و نقاط ۸1 و ۷ واقع بریال های 48 و 8€ عبور کرده است؛ درشکل ۱۰۳ برش از راس 6 و نقاط 1 
و واقع بر وجوه ۸0 و 408 گذشته است. در هریک از این حالات رسم برش بر قضیه فرعی و 
ساده زیر از هندسه فضایی مبتنی است: 

اگر دوصفحه در دو نقطه مشترک باشند آنگاه خط مستقیم مار بر این دو نقطه فصل مشترک صفحات 
مز بور خواهد بود . 

به عنوان مثال درشکل ۱۰۳ نقاط [(/۴<)6/(۲۱۲۸ و [2)0۷()۱۸/۶ 0 به صفحه برش (مقطع ) و 
وجه ۸41(8 متعلق بوده و از اینروپاره خط 0 یک ضلع برش محسوب می‌شود. شکل ٤‏ ۱۰ برشی از 
چهار وجهی را بوسیله صفحه ای نشان می‌دهد که از نقطه ۸11 واقع بر یال ۸18 به موازات وجه (1) ۸ عبور 
کرده است. رسیم برش در این حا بر این نکته استوار است : اگزدوضفحه موازی را ضفخه سو قطع 
کند در آنصورت فصل مشترک های این صفحه با دوصفحه موازی, موازی خواهد بود. حال صفحه 
برش را باه نشاد می‌دهیم . صفحه (۸131 صفحات موازی به و 1 4 را قطع کرده است . فصل مشترک 
صفحات 82 A۸‏ و (۸1 خط مستقیم (41 بوده و این امربدین معنی است که فصل مشترک صفحات 


۱۲۰ 


(0 و » با خط (۸1 موازی است. از نقطه/1 خطی به موازات ۸ رأس کرده و به رس ۲ در نقطه 
تلاقی این خط ویال 77 وصول می‌یابیم . پاره عط ۸۲ یک ضلع برش محسوب می‌شود. 
بطریق مشابه خط ۸۲۸۷ را بصورت | 6 ۱1۸ 72۷۱ رسم می‌کنيم . پاره خط ۸1۲ ضلع سوم برش 
بوده و [06] || [۷/] است. برش حاصل مثلث 7/۷ است که متجانس مثلث 402 محسوب 
ی کد ت فا بش ها ارک از ]۸ / ۱ است. شکل ۱۰۵ برشی از متوازی السطوح را نشان 
می‌دهد که ازعبورصفحه ای از نقطه ]۱ واقع بر یال 001 به موازات صفحه وجه ۸113٥2‏ حاصل شده 
است. رسم این برش برروش بکاررفته در مورد قبلی مبتنی است. 

در اینحا [3€] || HN! ۱ ]C ۱۱۱۸۷۳۴۱۱۲۵۸۱۱۵۱ || 14 87.10 M1‏ است. 

در همان حال» 10۳1 || [2//۷]است زیرا این پاره خط ها ر وی فصل مشترک های صفحات موازی 
4 و با صفحه برش قراردارند. بطریق مشابه[۴۷1|۱]04] است. برش حاصبل 
متوازی الاضلاعی است که با وجه (۸/6 برابر است. شکل ۱۰ برشی از متوازی السطوح را نشان 
می‌دهد که از صفحه مار بریال , ۸۸ ونقطه 6 واقع بریال (1) تشکیل شده است. 

در اینجا 1ر ۸۲,۲۱4 ۱,۲۸۸ /۱۱]۸4۷[: 26 وا است زیر صفحات وجوهی که شامل این اضلاع برش 
هستند متوازی می‌باشند. برش حاصل نیز عبارت از متوازی الاضلاع/,/1/, ۸ ۸ است . 


¬ 
ZN 


A4, 


A 


مثال ۱ ه طول یال مکعبی برابره است (شکل ٩‏ ۱۰۷). مساحت برشی از مکعب را پیدا کنید که از قطر 
1 متعلق به وجه :۸44۱ وو میانگاه یال, 9 3عبور می‌کند. 

حل ه صفحه برش را با ه نشان می‌دهیم . پاره خط های, 42و4 هم به صفحه ,6 و همه به دو وجه از 
مکعب تعلق دارند. از اینرو اضلاع برش محسوب می‌شوند.ضلع برش را در وجه 90,6 19رسم می‌کنيم . 


۱۳۱ 


صفحات 66 ,73 19و(۸۱7(:7 4موازی بوده و بنابراین فصل مشترک صفحات بو و 6ر, 1/9 با پاره حط 

47 موازی خواهند بود . خطوط : 80 و ر(47,موازی بوده و فصل مشترک نیز با 30 موازی خواهد بود . 

حال حط مستقیمی را از نقطه در صفحه 6,6 ,1977 به موازات خط 136 رسم می‌کنيم . محل تلاقی آن 

تال 7 ,8 رأس برش را بوسود می‌آورد (شکل ط۲۰۷ را نگاه کنید). برش حاصل عبارت از ذوزنقه 

MND,‏ ۸ اس تکه در آن [:(4] || ۸۷۱/] است. حال اضلاع آن راپیدا می‌کنيم. 

رابطه ۷⁄2 ۾ = |42 اراداریم و مثلث ,/317,6بوده و از اینر وجنین داریم. 
2 = | ۸۲۸ 

ی 0 ۱/۱۱۷6 a‏ =| ,60 اد |۸7 ۱) 

به 5/۵ 1 » = | | = ۸۸/۱ | وصول می‌یابیم . 

از اینروذوزنقه , (/۸۷ ۸ ۸ متساوی الساقین محسوب می‌شود . ارتفاع آن را بدست می‌آوریم (۱۰۷۵). 


عمودهای )۲ و۸۸۷ را بر قاعده ,(/۸ رسم کرده و رابطه‌های زیر را بدست می‌آوریم. 
IMN | - 8‏ = ۵۱ | 
QP|) = a2 VT.‏ | 3-00۸1 = | ۱۳۸ ۱,0۱ 
در مثلث قائم الزاو ه010 (2 4/2۷ = |5/2,11,0 ۷ ۵ = | DN‏ |( به Y2‏ ۵/۵ = ۱۷۵ 
وصول می یابیم . مساحت برش بصورت a‏ =| ۸۷ | (۱ ۱1,۰ +۸۷۱ ۱۸۸) ۰ 9 درمی‌آید. 
وا شا ارت از واه واه رو ۱ 


درشکل ۱۰۸ برشی از یک جهار وحهی دیده می‌شود . این برش بوسیله صفحه ای بوحود آمده است که 
از نقاط ۸۰/۷1 و ظ واقع بریال های چندوجهی عبور می‌کند. نقاط1 و ۸ طوری انتخاب شده اند که 
خطوط۷/ 7 و 6 ۸4 ناموازی هستند. پاره خط های۷/ 7 و N‏ اضلاع برش هستند (شکل ۱۰۸۵). نقطه 
۶ نقطه مشترک صفحا ت۷۲ 7و 116 4است . نقطه مشترک دوم عبارت از نقطه تلاقی خط های۸ 2 
و ۸6 یعنی عبارت از (۸1۷()۱)۸4)-< 5 است (شکل۱۰۸). خط 57 فصل مشترک صفحات 
۳ و ۸1۱0 است. نقطه تقاطع این خط ویال ۸41 رأس0 برش یعنی ۱411 0 (87) = 0 
را بوجود می‌آورد. برش حاصل عبارت از جهارضلعی N7)‏ 1 است. 


۱۳ 


ك 


1 

)4( )0( 
شکل ۱۰۸ 
مثال ۲ ه از می انگاه‌های یال های8 4 »,4 4-»,۸۵,/2(شکل ۱۰۹۵) صفحه ای راعبورمی‌دهیم . شکل 
برش حاصل راتعیین کنید. اگرطول یال مکعب برابر » باشد مساحت برش را محاسبه کنید. 


شکل ۱۰۹ 


حل هصفحه برش را با » نشان می‌دهیم. پاره‌خط های۷ ۸1 و ٩/۲‏ هم به صفحه 4 وهم به وجوهی از 
مکعب تعلق دارند. از اینرو اضلاع برش محسوب می‌شوند (شکل ۱۰۹۰). نقاط 5 وږ ؟» محل تلاقی 
پاره‌خط ۸۷ واقع در صفحه 6 وخط های ۸1و ,11(/رارسم می‌کنیم (شکل ا ۱۰۹). خط مستقیم 
1ر فصل مشت رک صفحات به و ۸/6۸ است. نقاط تقاطع ۸1 5 رابا یال )/(نقطهږ ٩‏ درشکل 
- ۱۰۹6) وبا خط (1) (نقطه ٩‏ ) بیدا می‌کنيم . نقاط وگو کی نقاط مشت رک صفحات»ه و( 13ر ٥0‏ 
است. حط ګر 8 فصل مشترک این صفحات است. حال نقاط تلاقی خطوط کدوک با یال های ,060 و 
(نقاطک وک) را پیدا می‌کنيم. برش مطروحه عبارت از شش ضلعیم ,5و ۸/5 ۷ است . توحه 
داشته باشید که اضلاع مقابل برش موازی هستند, زیرا آنها روی فصل مشترک های صفحه » با 
صفحات دوبدو موازی وجوه قرار دارند. حال ثابت می‌کنیم که رئوس 5 » رک وه 5 برش میانگاههای 
یال ها هستند. پاره خط ۸۷ میانخط مثلث, (1, 4 ۸بوده و از اینرو(,۸) || (۸۷) است (شکل ۱۱۰). 
بطر یق مشابه(, 194) || (۸۷//)بوده و بدلیل(,62) || (:94)به(,(01) || ( ۸۷ //)وصول می‌یابیم . بدین 
ترتیب صفحه > برش با صفحه) ر 1 ۸موازی خواهد بود . از اینرونتیجه می‌شود که فصل مشترک های 


۱۳ 


این صفحات با یال های مکعب نیز موازی هستند؛ یعنی [,0۳] || ام گوک] ,[4€] | [و ۸/8] است. 
به همین طریق ثابت می‌شود که € 34)|| )8€( || (,4۵۵) || ((MN) || (84:), (NP)‏ 
است که از آن نیز [,۱6:4 || (طمگ] 18٥,‏ || [وکوک] استنتاج می‌شود. حال |۸/۸]-|/2۸/را مورد 
ملاحظه قرار داده و قضیه تالس را سه بار مورد استفاده قرار دهید. 
درنتیجه | و6 | = ٥8|‏ ام |8٥‏ = اوکظ | امک | = امگر6 | بدست می‌آید. این امر 
بدین معنی است که نقاط و 5 و8 و 5 میانگاه‌های یال ها هستند . از آنجه ثابت شد جنین برمی‌آید طول 
هر ضلع برش برابر 2 ۵/۷ است. حال ابت می‌کنيم که هریک اززوایای برش 120است. 
با ملاحظه مشلت 16/۷ ,5 به آسانی دریافت می‌شود که متساوی الاضلاع است. تساوی مثل41۷ 5و 
۷ (براساس تساوی یک ساق ویک زاویه حاده) موحب ۵/2 = |۶۸ | | 5,۸ می‌شود. 
آنگاه داریم: 
{S14 + ANÎ = al ۶‏ ۷ = 6,۷۱ 

| SM) = VISA TF JAM F = aly2 
متوجه می‌شویہ که مثلث 17/۷ 5 نیز متساوی الاضلاع بوده ودرنتیجه‎ [MN |= ۵/۷ 2 بامنظور کردن‎ 
خواهد بود.‎ SN = 2 SNM = 60° 
از این نکته نتیجه می‌شود که *120 = 72۸۸۷ = 4۷و8 ے است. بطریق مشابه با بررسی‎ 
درمی‌يابي که دیگر زوایای برش نیز برابر490 هستند , بدین ترتیب نتیحه‎ ٩ مثلث های و گم ګو 3۰5و گم‎ 
۵/۷2 می‌گیریم که برش مطروحه, یک شش ضلعی منتظم است که طول هریک از اضلاع آن برابر‎ 
است. مساحت این برش برابر ۶ (3/4 ۷ 3) خواهد بود.‎ 


۱۳ 


شکل ۱۱۱ برشی ازیک چهار وجهی را نشان می‌دهد. این برش با صفحه ای به موازات یال ۸6 
تشکیل شده است که از نقاط 116 واقع بر یال 610 و ۷ واقع بر وجه 482 عبور می‌کند. رسم این برش بر 
قضیه زیر استوار است : 

گر صفحه ای از یک خط مستقیم موازی صفحه دیگرعبور کرده وآن صفحه را قطع کند آنگاه فصل 
مشترک صفحات با خط مز بور موازی بخواهد بود. صفحه برش را با » نشان می‌دهیم . صفحه 401 در 
نقطه ]۷[ با صفحه :0 مشترک بوده ودارای خط )۸4 است که با صفحه 0 موازی است. درنتیحه فصل 
مشترک این صفحات از نقطه 14 به موازات خط 4٥‏ عبور می‌کند. ضلم, 6 //برش را براساس این نکسته 
(شکل ۱۱۱۵) یعنی براساس [4۸6] || [,۸18] رسم می‌کنيم. 

با رسم حط 1۷ رک ضلع دوم برش یعنی رگ رګ را بدست می‌آوریم . درشکل ۱۱۱ نقطه ۸ طوری قراردارد که 
نقطه وگ به یال ۸417 متعلق است. صفحه 80 ۸4 نیز محتوی خط ۸46 به موازات صفحه برش است. 
بنابراین ضلع م کوک برش موازی یال 4 است(شکل ۱۱۱۶). پاره عط 1و 5 ضلع چهارم برش است. 
برش ول 1:8 یک ذوزنقه است که در آن 
((و کی 5] || [4] || [:218]) است. براساس 
موقعیت نقطه 2 نسبت به پاره خط, 88 برش 
می‌تواند یک مثلث نیز باشد (شکل ۱۱۲). 


شکل ۱۱۲ 


مثال ۳ ه برشی را در منشور مثلشی با عبور دادن صفحه ای از نقاط , 4و ) (شکل ۱۱۳۸) به موازات خط 
0 رسم می‌کنيم . یال ۸13 بوسیله این صفحه به چه نسبتی تقسیم می‌شود . 

حل ه صفحة برش را با » نشان می‌دهیم. فصل مشترک صفحات» و 313,0٤‏ از نقطه ‏ به موازات 
خط 8€ عبور می‌کند (شکل ۱۱۳). نقطه تلاقی آن را با خط 1/۶ با ۵ نشان می‌دهیم. نفطه, ۵, بین 
صفحات» وال 3ا ۸۸مشترک است. نقطه مشترک دیگر :4 است که درفرض مسئله ارائه شده 
است . با رسم خط ,۸4۱ راو برش حاصل می‌شود , برش مطر وحه مثلث4:6۹است.حال نسبت 
|82| / |48| را تعیین می‌کنيم . 

از تشابه مثلث هایو ٩‏ 4 ود5188 به | ۱۱/۱/۹ 44| = | 1ر ؟8|/| وک 4| وصول می‌یابیم . 

چون 8,306 یک متوازی الاضلاع است (51601] || 6,۱] ,۱:6 || ا,095)) ازاینرو داریم ; 
6:6۱ ]= ,88| با منظور کردن |66 | = 44,۱ | به 1/1 = | وگ | ,4۹| دست می‌يابيم. 


۱۳۵ 


۳ 


ما شکل ۱۱۳ 


مئال ٤‏ م نقطه 7 روی یال 4 ازیک جهار وحهی طوری قرار گرفته است که رابطه ز بر راداریم: 
1 > 0>1 ,۸ = |47 ۸۱/۱ | (شکل ۱۱4۵). از نقطه 11 به موازات یال های 410 و٤8‏ ' 
صفحه ای عبور می‌دهیم . برش حاصل ازعبور این صفحه را درجهار وجهی رسم کنید. 

اگره« = 20۱ 4۱/۱ | باشد به ازاء جه مقدار 2 برش حاصل یک لوزی خواهد بود ؟ 

حل ه صفحه برش را با» نشان می‌دهیم. فصل مشترک این صفحه وصفحه 4٨2‏ با خط ۸1 
موازی است(»||(42)). خط ۸/۸۷ را بصورت 40] || [۸/۷]رسم می‌کنيم (شکل ا ۱۱6). فصل 
مشترک های صفحات 904 و (801 با صفحه» موازی خط 8٤‏ (» | (60)) هستند. خطوطی را 
بصورت[0] || 12101 و ۱61 | 2۷۱]رسم می‌کنيم. 120 ضلع چهارم برش با یال 42 موازی 
أست . 
برش مطروحه عبارت از متوازی الاضلاع ۸۲۸۴۵ ([۱۱۱۵۵۱۱۲۸۲۵ ۱۸۷۳ ,1@°||1 ۲۱۸2۸۷۱۱۲۸۸۵ 
است. طول اضلاع متوازی الاضلاع 1/۷۳0 را برحسب طول یال های ۸9 و 136 بیان می‌کنيم . 
تشابه مثلث های 0 4 و6 ۸ به 2 = |48 ۸2۱/۱ | 8٤٥|=‏ 1101/۱ | منجر می‌شود که از آن 
نیزا 16 | ۸ = 170۱ | بدست می‌آید. 

حال درمی‌یابیم که |48 | (۸ - )| ۸۸1 | - |۸1 | = |۷1 | بوده و ازتشابه مثلث های 
۷ 41 نیز به 

7- 4 | ۱/۱۸۸ ۸4۱-۱2 2۸۱/۱ ایمنی| ۱4 (12-- 1) = | 1| وصول می‌يابيم. 
با حاگذاری عبارات حاصله در معادله ۸/0۱ =| 27۷ | تساوی ۱6۱ ۸= ۱48۱ (7- 1) 
حاصل می‌شود. از این تساوی رابطة سل ے سس اسب ۸ بدست می‌آید. بنابراین برش 


[BCTFIAD] 7 1‏ 
مطر وحه به ازاء.(1 1“ :7/6 = ۸ لوزی خواهد بود. 


0) (2) 

توجه ه اگر یال های متقابل با۸ و 11٥‏ ازیک چھار وجهی متعامد باشند آنگاه اضلاع۸۷ ۸1 و() ۸1 برش 
که موازی آنها هستند متعامد خواهند بود . دراین حالت برش یک مستطیل بوده و به ازاء ( 70/)07+4- ۸ 
مربع خواهد بود. بخصوص اگر چهار وجهی ۸1960 منتظم باشد آنگاه برش مرسوم از میانگاه یال ۸13 
به موارات یال های 710 و (۸1 یک مریم خواهد بود. برای پیدا کردن برش جند وحهی درمثال های 
بالا در صفحات وجوه (یا فقط در خود وجوه) جند وجهی ترسیماتی را انجام دادیم . دربرحی ازمسائل 
برای یافتن برش ها لازم است که در خارج صفحات وجوه ترسیماتی را انجام دهیم . به عنوان مثال 
برشی از چهار وجهی 476 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم. این برش با صفحه 1/1۷ بوجود آمده 
است. همانطوریکه درشکل ۱۱۵۵ دیده می‌شود در این صفحه 1۷ ۷ و ر وی یال 42 » وجه 8010 
و وحه ۸4776 از جهار وجهی با شرط ( 80 ۲)4 (۶/۷) قراردارد. براساس اطلاعات ارائه شده در اینحا 
برای هر یک از وجوه جند وحهی وصفحه برش 1/۷ فقط یک نقطه مشترک شناخته شده است , برای 
رسم فصل مشترک های هر وجهی با صفحه 17۷ لازم است که یک نقطه مشترک دیگر بین آنها نیز 
یافته شود. صفحه 480 را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم .نقطه ‏ , نقطه مشترک صفحات ۸16 و ۸6۷ 
است. نقطه مشترک دوم بين آنها عبارت از نقطه تقاطع خط 177۷ وصفحه 480 است 
(۸۸6) 1 (۸6۸۷)). این نقطه را چگونه می‌توان رسم کرد؟ (شکل ر۱۱۵؛ به عنوان مقایسه به شکل 
۰۸ مراجعه کنید). حواب در شکل م ۱۱۵ ارائه شده است . صفحه ای را از نقاط ۸1و ۷ ورس 1 
چند وجهی عبور داده ور5 4 فصل مشترک آن را با ۸196 رسم می‌کنيم . 5 نقطه مشت رک خطوط 1و 
1 دقیقاً نقطه تلاقی خط N‏ 11 و صفحه 0 ۸4 محسوب می‌شود. خط و 8 فصل مشترک صفحات 
۷۸ و ۸480 است. رئوس وه و 8 (شکل ۱۱5) به عنوان نقطه تلاقی خط و با یال های 796 و 
8 بافته می‌شوند و تلاقی خط ۷و8 ویال (21) رأس :8 را بوحود می‌آورد. برش مطر وحه عبارت از 
چهار ضلعی 5و 5 1/5 خواهد بود. شکل ‏ عم ۱۱۷ نشان می‌دهد که برش جند وجهی را جگونه با 
سه نقطه رسم کنیم: ال درروجه ۸/96 در وجه 9010 و در وجه 46 ((4€2) + ((0۸). 
برای یافتن نقطه تلاقی خط ۸ ۷1 وصفحه 4٤02‏ یک صفحه کمکی را از آن خط ورس 8 جند وحهی 

عبور می‌دهیم (شکل ظ ۱۱۷). خط 5,5 فصل مشت رک صفحه مز بور وصفحه 40 است . 


۱۳۷ 


نقطه (و گ۸/۷()5)عد وگ نقطه تلاقی خط 121۷ و صفحه (01 ۸ است .سایرعملیات (شکل» ۱۱۷) 
همچون حالت قبل انجام می‌شوند. 

در دو مثالاخیر برای رسم‌نقطه نلاقی خط ۷ ]7 وصفحه وجه جند وحهی (وجه۸1۶6 درشکل ۵ ۰۱۱۵ 
وجه(01 ۸ درشکل 6 ۱۱۷) » رسم صفحه کمکی از آن خط ویکی از رئوس چند وجهی (( ۷ ۸1) در 
شکل ۰۱۱۵6( ۸۲)درشکل۶ ۱۱۷) ضروری است. در هرم و بویژه در جند وجهی غالباً مناسب بنظر 
می‌رسد که صفحه کمکی را از خط مفروض ویک رأس عبور دهیم. 


'مثال ۵ م برشی از متوازی السطوحی رارسم کنید که بوسیله صفحه ای ایجاد می‌شود که آن صفحه از 
میانگاه‌های/۸ و ۷ یال های0 ۸ ور913 ونقطه ۴ , محل تلاقی اقطار وجه.1 4,300 عبور می‌کند 
(شکل ۱۱۸۵). این صفحه یال ۸4 را به چه نسبتی تقسیم می‌کند. 

حل ه رسم این برش درشکل (شکل ٩‏ ۱۱۸) نشان داده شده است. صفحه برش را با » بصورت 
۰ (۸۲۷) = به نشان می‌دهيم. ابتدا نقطه تلاقی خط ۸۷ و صفحه:0, ۸4۸ را بدست می‌آوریم. 
این خط ر وی صفحه ,181,12 قرار دارد که صفحه(4۸:1(:7 را ر وی خط 2( قطع می‌کند . نقطه رگ 
محل تلاقی خحطوط ۷ و ,7(شکل ۱۱۸۵) نقطه مطلوب است . بطریق مشابه » و 5 نقطه تلاقی حط 


۱۸ 


۳ وصفحه 413٤0‏ یعنی (0)0 (۷) = وگ یافته می‌شود . صفحه به صفحه: ۸۱ را در 
امتداد حط/1 ,5 وصفحه ۸46 را در امتداد 4و5 قطع می‌کند. حال دورس برش را در اختیارداریم؛ 
1ھ ]P‏ 0 (/5,0) = وگو [48] 0 (و6) = ي8 (شکل» ۱۱۸). 

نقطه از۱۵6 0 (طوک) < و٩‏ آخرین راس برش است. توحه دارید که خط وط م8 و 56 عط 
8 را در همان نقطه ۰ 0 (6) = و5 قطع می‌کنند. 

پنج ضلعی , 5 5۷ 1/5 برش مطلوب است (شکل ۱۱۸0). اضلاع وگو 5 و, ۸15و نیز اضلاع ږ ۸15 
و۷ک برش موازی هستند زیرا آنها روی وجوه موازی قراردارند . حال نسبت | ۶ 8|/| ,45| رابدست 


می‌آوریم. 


از تشابه مثلث های ر 5 ۸و و 75 (شکل ۱۱۸6) به |م 85 ۱/۱ 4۵| | ۱4۱/۱85 دست 
می‌یاییم . 
تساوی مثلث های 5,۷ 0,5,۷ (نقطه ۷ میانگاه یال ,13 است) موحب |88| = |۱88 


ف شود اران کات نقطه م رکز تقارن متوازی الاضلاع ,4810,2 است و درنتیجه | ن 8 10| وگ | 
خواهد بود. بدین ترتیب به |و 28| = |م 75| وصول می‌یابیم . ۱ 
با منظور کردن | ۱ = |4۶ نیز | ,۱/۱ ۱0۸ = ,۱/۱ 45| حاصل می‌شود. از تشابه 
مثلث های/۸ 1(8 و « گر گر به | 0,81 ۱/۱ ,25 | = |8 ۱2/| ۱227 وصول می‌یابیم . 

(شکل ۲ ۱۱۸) (برحسب تساوی یک ضلع وزوایای مجاور به آن) موجب 137۷ | = | ,25| تشابه 
مثلث های ۲ 5 و ۲ ,۷ می‌شود . 

بادر نظر گرفتن| 0,۳ ۱ = ۱8,۷ |8,۷| رابطه( 1,0 | مد | رگر2 | ودرنتیجه 
|| + = |8 |بدست می‌آید. آنگاه بترتیب 3/1 =| رگ,8,۱/۱| = |و 2,8 2۱/۱ | 
1۰ = | ۱,8 ۱/۷ = |, ۱/۱۸5 ,45| را خواهيم داشت. بنابراین یال ۸1۶ ازطرف رأس 4 


Gs 
SIZ 


شکل ۱۱۸ 


۱۳۹ 


مثال ٩‏ و نقاط 17 و۷ روی یال های :1ء 4 و, 6/) از مستوازی السطوحی طوری قسرار دارد کسه 
=| ,4 ۱۸/۱/۱۸ است (شکل» ۱۱۹). برشی از متوازی السطوحی رارسم کنید که با صفحه مار 
بر نقاط 1[ و ا. به موازات قط 17 قاعده حاصل می‌شود . این صفحه یال ,را به چه نسبتی قطع‌می‌کند ؟ 
حل ه قبلا مال هایی را در مورد رسم برشی به موازات حط معینی مورد ملاحظه قرارداده‌ایم (اشکال 
۱- ۱۱۳). مثال حاضر از این جهت با مثال های قبلی متفاوت است که هیجیک از نقاط ۸1 و۸۷ 
برش » در ر وی صفحه ۸4610 محتوی خط 80 به موازات برش » قرار ندارند. اضلاع برش که ازرئوس 
4و ناشی می‌شوند با خط (1/ موازی نیستند زیرا این خط وجوه محتوی اضلاع مز بو را قطع می‌کند. 
صفحه برش را با 9 نشان می‌دهیم . خط (/// درصفحه(1 ,8,0 8(شکل ۱۱۹) قرار دارد. درنتیجه 
صفحات ,ه و (1/3,/,1/در امتداد خط موازی با 82 همدیگر را قطع می‌کنند. نقطه تلاقی خط ۷ در 
صفحه 0 را با صفحه ,88,0 رسم می‌کنيم . صفحه )۸,6۱ ۸ محتوی خط N‏ ۷ صفحە 88,00 را در 
امتداد خط ,00 قطع می‌کند که موازی یال های جانبی متوازی السطوح است .8 نقطه مشترک خط 
۷ و000 دقیقاً عبارت از نقطه اشترا ک خط ۷ 1 و صفحه,,88است. حال خطی به موازات خط 
0 از نقطه 1 در صفحها 370 3ارسم کرده ونقاط تلاقی ‏ و0 را بترتیب با یال های,3/3/و :90 
پیدا می‌کنیم (شکل ۱۱۹۶). خط ۳0.فصل مشترک صفحات ه و(, ,7 3/بوده ودر نتیجه نقاط 
7 و0 رئوس برش خواهند بود. این برش عبارت از متوازی الاضلاع 880,2 اسست که در آن 
۷۱ || [17/0و 0/71 | 17/21 می‌باشد. حال نسبت | ,8 ۱8۳۱/۱ را بدست می‌آوریم. 
بدلیل اینکه 13015 متوازی الاضلاع است و 0 میانسخط ذوزنقة 42070 است رابطة 
| 0۵۴ |= 88۱ | را داریسم و از آن نیز چنیین داریم: (| ۱۵۷ + ۱ - |08 1 
با منظورکردن |4۸4۰ | AA,| = | CC,|=| BBılgl CN] = n [ CC, ۱۰۱ 42| = m‏ | 
mr‏ = |01 | = (۱8۲.آنگاه جنین بدست می‌آید: 
PB,| = ZZ‏ |۱8۳۱ ما8 | BB,| — |BP| = AZZ‏ | = ۶8,۱ | 


2 2 mo و‎ 


نتیجه می‌شود که: |88 | 


موه 


بنابراین یال ۳8 از طرف رس 8 به نسبت ےی تقسیم می‌شود. 
توجه و در مثال ٩‏ هرصفحه دیگری 6 
مثل صفحه ۸19010 را می‌توانيم ‏ ال 

بجای صفحه 2/: ,11/3 اختیا رکنیم . 7 
رسم های متناظر به آن درشکل ۱۲۰ 


نشان داده شده است 


(8, = (MN) N (4C), (S238) | (BD). 


۱۳۰ 


مثال ۷ هر وی قطر, 17 4از وجه 488,4 منشور مثلث القاعده (شکل ۱۲۱۵) نقطه 71 طوری قرار گرفته 
است که 5/4 = |,//4//۱/۱۸| راداریم. برشی ازمنشوررارسم کنید که با صفحه مار بر نقطه 1 به 
موازات اقطار ٥‏ 94 از وجه دیگر بوجود آمده است. یال ,00 با این صفحه به چه نسبتی تقسیم می‌شود ؟ 

حل ه در مثال 4 مسئله ای را مورد ملاحظه قراردادیم که رسم برشی را توضیح میداد که از نقطه معینی 

به موازات دو خط معین دیگررسم شده بود . مسئله حاضر با مسئله 4 در این نکته تفاوت داردکه‌هیجیک 

از خطوط 4٤‏ و 8€ موازی برش روی صفحه وجه ر884 4.. که محتوی 
نقط ه۸ برش است قرار ندارند. هردوی این خطوط‌صفحهر 4884 را قطع می‌کنند. بنابراین همچون 
مثال 4 بلافاصله نمی‌توانیم به رسم برش از نقطه ۸1 اقدام کنیسم. در چنین مواردی غالباً مناسب بنظر 
می‌رسد که با رسم برش کمکی به موازات خطوط مفروض اقدام شود . صفحه ای از خط مستقیم ۸46 به 
موازات خط 1 رسم می‌کنيم (شکل 6۱/(:۱۲۱۵) || (,6(5)» به مسئله ۵ نگاه کنید» شکل ۱۱۳). 
مثلث ٤‏ 5 ر 4 رشی از منشور است که بوسیله صفحه مز بور بوحود آمده است. صفحه برش مطلوب را با > 
نشان می‌دهیم .این صفحه موازی فصل مشترک های), ۸ و۹ ) از صفحه 65 4 بوده و بنابراین 
(,4,)5)]] » خواهد بود. از اینرونتیجه می‌شود که اضلاع برش مطلوب با اضلاع برش 4٩€‏ که بر 
روی یک وجه یا وجوه موازی فراردارند موازی است. حال می‌توان برش مطلوب رارسم کرد. حط 

مسنتیسی را از نقطه 1 به موازات خط و 48 رسم‌کرده و نقاط تلاقی آن با یال ها یعنی نقاط و 5 ورگ را 

پیدا می‌کنيم (شکل ۱۲۱6). سپس اضلاع [5,6] || [؟ ,8| و1٥18‏ || آم کدوک (بدلیل[,۱]096ابع) 
و [ر64] || [ 8 8] رارسم مي‌کنيم . 

پنج ضلعی کم کرک برش مطلوب.است.(توحه داریدکه :کم 5] || اگم 8] است). حال نسبت 
۱ وک |ارا محاسبه می‌کنيم . وجه ,۸4۱/۶ را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم. 

ازتشابه مثلث ها ی1 ,48 ولا 8 3 رابطه 5/4 = | 9,24 ۸26۷۱ |= |و 0,5 ۸5۸۱/۱ |راداريم. 
عبارت ت = |418 ۱/۱ 8؟| رامنظورمی‌کنيم . همچنین با درنظر گرفتن |۱4 ج = |۸5 |» 

|8 | = |48 | و49 | = 811 ابه ۱4۸۱ (± + ج = 4841 | 


۱۳۱ 


|48 | (» - 1) == | ۱8,8 وصول می‌يابيم. معادله 5/4 > (ند - 4 | (* + + ) بدست می‌آید 
که از آن نیز 21/4 2 بدست می‌آید. 
این امربه معنی |۸1 | -2 = | گیگ | است که از آن رابطه‌زیر استنتاج می‌شود. 

| 22-۱48 | وکوک | — | وک | = | وک | 
بدلیل 18٥1‏ || [وگ 8] رابطه 2 = | قل ۱/5 , کوگ| = |9/وگ 6۵۱/۱ | راداريم وبا توجه به 
[,۱6 || آم کرک رابطه 2 = |88 65,۱/۱ | = | 880 08۱/۱ | استنتاج می‌شود. بنابراین یال 
7 از طرف راس 0 به نسبت 2/1 تقسیم می‌شود. 


شکل ۱۲۱ 
که پاره‌خط 1۲۸۷ موازی وحه (۸4/:01 است. 


نسبت های | ,4 ۱4۸۱/۱ و 96,۱ ۱9۷۱/۱رابا شرط 5/3 ۷ = ۱۸/۸۷۱/۱۸۸ بدست‌آورید. 
حل ه طبق فرض (۸136/0) || (۸۷/) را در نظر بگیر ید. خط مستقیم د8 8را از نقطه ۸ واقم بر وجه 
۶ (شکل ۲ به موازات ۸۸11 رسم می‌کنيم . صفحه ای را که خطوط۷/ 1۱ ور ,8 تعریف 
می‌کنند با صفحه (80:1 ۱ء موازی است. برشی از مکع بکه توسط مربع , گر ۵ک ایجاد شده است با 
وحه 4/002 برابر است. عبارات 4 = |۸1 | ± = 41,۱ ۸۱/۱ | را درنظرمی‌گیریم . از 
تشابه‌مخلث های ر 13,۵ 6 و۸9۱ تساوی | ۱ ۱/۱ و7 |= | ۸۸ ABıl=|MS,|/|‏ ۱2/۱۱/۱ 
بدست می آید. با منظور كردن | ,418 | ( - 1) = |18 | به روابط زیروصول می‌یابیم: 

| و12‎ | =z (1—a) | AB|= )۸--2( گرا | به‎ = )1 --۳( ۱/2۶, |, 


| BS, | = | رل‎ | BS») = 2 |BB,| 


IBN | BC, | = | BS, ۱۱| = x‏ ۸۲۱/۱6۱ رک 
را موحب شده و از اینرو 70 سح | ٩/۷‏ ۱ و 7 = ۹ ۱۸۸۱۱ > BN\/| BC,‏ | استنتاج 


می‌سود 4 


۱۳ 


درمثلث قائم ازاویه و 118 ر وابط » شم =| 1 | MS, | = (1 — aac | SM |= z4‏ 
را داریم. درنتیجه طبق قضیه فیثاغورس رابطه زیر حاصل می‌شود. 

0 = 2 + 9 - ے9 ,مم + ي #(۾ س 1) = 
ریشه‌های این معادله عبارت از 1/3 = و2 و 2/3 = ,2 است. بدین ترتیب برای خط ۸۲۸۷ دو موقعیت 
وجود دارد که درشرط مسئله صدق می‌کند. شکل ۱۲۲ موقعیست اول وشکل ۱۲۳ موقعیت دوم را نشان 


می‌دهد. حواب مسئله دصورت زیر خواهد بود. 


.1/8 = 6,۱ ۷۱۱ |= ۸,۱ ۱۸۸۱۱ یا 2/3 = 86,۱ ۱۸۷۷۱ = ۸,۱ 4۸۸۲۱۱ | 


۷ 4 
۸ 
اه 


7 
توجه ه در حل مسائلی که از خط 11۷ به موازی 4302 صفحه ای رسم می‌شود حکم زیر برقرار است : 
قضیه ه ازیک خط مستقیم که موازی صفحه معینی است صفحه ای را می‌توان به موازات آن صفحه عبور 
داد و این صفحه تکین است. 
اثبات: برای اثبات قضیه از نقطه ای واقع بر ر وی خط مفروض خط دیگری را به موازات صفحه مفروض 
تعریف می‌کنند . منحصر برد بودن این صفحه ازاین نکته اسهنتاج می‌شود که ازیک نقطه فقط یک 
صفحه می‌توان به موازات صفحه معینی رسم کرد. 
مثال ٩‏ ه نقاط// و ۷/ میانگاه های یال های(۸1 و,1373 از یک متوازی السطوح هستند (شکل 4۵ ۱۲). 
در این متوازی السطوح =| ۷ 1|بوده و اقطار وجه :۱9,6 4درنقطه1 همدیگر را قطع می‌کنند. خط 
مار بر نقطه ۲ به موازات خط 1617 صفحه ,۸,0 4را در نقطه 0 قطع می‌کند. طول پاره خط ۲0 را 
حل ه برای حل این مسئله برشی از متوازی السطوح را که بوسیله صفحه7 1/۷ ایجاد می‌شود می‌توان 
مورد استفاده قرار داد. یمنی فصل مشترک صفحات*1 1/1۷ ۸,9,9 ۸ را رسم کرده و نقطه 0 راروی 
آن پیدا می‌کنيم (ترسیمات درشکل 4 ۱۲ نشان داده شده است ). در مورد این مسئله از دوقضیه ساده 
زیر استفاده می‌کنيم : 
(1) قطعاتی از دو خط موازی واقع بین دوصفحه موازی دارای طول های متفاوت هستند. 
(2) اگر دو خط متقاطم در نقطه 0 با دوصفحه بترتیب در نقاط ۸4 را و 8 محدود شده باشند آنگاه 


۱۳۳ 


B0 |/| ۵1,۱‏ | = :۱۸0۱/04 خواهد بود. برهان این قضایا را می‌توان براساس اشکال ۱۲۵ و 
٩‏ به آسانی انجام داد. حال به حل مسئله می‌پردازیم . نقطه ۸ را نقطه تلاقی پاره حط 0 وصفحه 
0 در نظر می‌گیریم . برطبق قضیه اول طول پاره حط های موازی 0/7 و۸6۷ واقع بین صفحات 
موازی(7,(, ۸4 0:64( 9مساوی است .یعنی ۾ = | ۸/2۷ | = | 0۸ |است. پاره‌حط های011 و 
8 (واقع در بین همان دوصفحه در نقطه ۲ با شرط 4 | ۱/۱ ,| همدیگر را قطع می‌کنند. 
آنگاه طبق قضیه دوم 4 = | ۶۸ 0۳۷۱ | یعنی ۵/2 = |۱8 = |08 | را خواهیم داشت و 
جواب مسئله عبارت از 2/م خواهد بود . 


2 


<< 7, 
N 
ای(‎ 


N 
(a) 


از > 


توجه م حال علاوه بر قضایای (1) و (2) قضیه دیگری را ذیلاً صورتبندی می‌کنيم : 
اگر خطوط » و ا بوسیله سه صفحه موازی بترتیب در نقاط, ابو 4« ادو ژل» 13:13 قطع شوند آنگاه 


B,Bal‏ ۱2۱:۱/۱ = |وشو4 ۸44۱۱ | خواهد بود. 
این قضیه را براساس شکل ۱۲۷ می‌توان اثبات کرد . 1 e‏ 
خطوط ‏ وا می‌توانند موازی» متقاطع یا مورب باشند.با دا 
استفاده از این گزاره می‌توان بلافاصله در مشال ۸ ادعا 


ی ِ 
Bs‏ ۱ 
له ۱ AX‏ 
ِ و29 
کرد که ۸۸6۱/۱۸/۶۱ = 6,۱ ۱۱ است 


شکل ۱۲۷ 
بخش ٩‏ ه استفاده از ضوابط همخطی وهمصفحگی بردارها درحل مسائل 


ضوابط همخطی و همصفحگی بردارها اساس کاربرد جبربرداری را در حل مسائل هندسه فضایی 


6 


۱۳۶ 


تشکیل می‌دهد. این ضوابط بیان گزاره‌های گونا گون مر بوط به وضعیت نقاط » حطوط وصفحات را در 

فضا بصورت تساوی های برداری ممکن می‌سازد . 

1 ۾ در مورد سه نمطه متمایز 8)4 و € که روی یک خط مستقیم قراردارند لازم و کافی است که 
چ چ چس جس 

بردارهای 8 4 و 4٩‏ همخط باشند.یعنی بایستی عددی مانند 2 وحود داشته CE‏ 

و برهان این حکم مستقیماً از تعر یف بردارهای همخط وناشی شدن بردارهای ۸ و 

6 از نقطه 4 استنتاج می‌شود (شکل ۱۲۸). ۱ 


f 
0 


شکل ۱۲۸ 


مثال ۱ ه دریک متوازی السطوح (شکل ۱۲۹) از /۸میانگاه یال 18€ خطی راطوری رسم می‌کنيم که 
خطوط ۱/) ۸ ور (1(/را بترتیب درنقاط ۷و "1 قطع کنند. نسبت | ۱/۱۸۷ ۸/۷ | را بدست آورید. 

حل و جهت اختصار سه بردار نا همصفح 4/۸ ,(/۸ ور بترتیب با۵ طا ون نشان داد وبردارهای 
دیگر را برحسب این بردرها حل می‌کنیم . نقطه ۷/ روی خطر) ۸ قرار دارد. بنابراین بردار 4 ۷ با بردار 
تاقر در A‏ رواخ ولاز راخواهیم داشت. 

در مورد ا0 + a fb‏ = :2 راداریم که مى( + NARE b‏ 

چ و وید ي خب ج چ چس چس 

بردار/۸ ۸۷عبارت از مجموع ب دارهای۸ ۸4/۷ و19 است : 1381 + ۸8+ .NM= NA‏ 
با حاگذاری معادل بردار NA‏ در این تساوی وبا یادآوری: 


AR = a, BM = + BÛ را ددع‎ = Lb 
۰ 7 7 2 
: چنین حاصل می‌شود‎ 
وس‎ 1 
NM = (1 + 2) a + (j + x) b + ze 
چ چس‎ era س‎ 
برد ارهای*1(و, 0۵2 همخط بوده و » = ,(1( است. بنابراین ٥ل = 1(1 خواهد بود.‎ 
چ چس طلست‎ 
: چنین استنتاج می‌شود‎ ۶ = NA + AP + DP از‎ 
NP = za + (1 + 2) b + (x -F y) e 
طبق حکم 1 که فوقاً صورتبندی شده است برای نقاط11 ۸۷ و ۳ که ر وی یک خط قراردارند لازم و‎ 


: کافی است که تساوی پرداری زیر برقرار باشد : مر کت 
NM = ANP‏ 


۱۳۵ 


و وس 
با جا گذاری معادل بردارهای/۸ ۷ و ۷ در این رابطه جنین حاصل می‌شود : 

(1 + a) a + چ)‎ + x)b + ze — Aza 4+ A (1 - z2) b+ A (x 4 y) e 
با توجه به منفرد بودن تجز یه بردار» این تساوی برداری با دستگاه مشتمل برسه معادله اسکالر زیرهم ارز‎ 


1+a= Az, است:‎ 
1 
= ۸)2 (ل‎ 
TT |= E N ت‎ CT 


جواب مسئله عبارت از 2 : 1 خواهد بود. 


شکل ۱۲۹ ر 


۳ ۵ فرض کنید که ۸ وو ۸نقاط متمایزی ازخط 13,٩‏ و ثنیزنقاط متمایزی از خط 9 باشد. برای 
توازی خحطوط 0 و الام وکافی استکه بردارهای A»‏ 4 و 8 همخط باشند. بعنی بایستی عددی 
مانند ۸ موجود باشد که در :44 ج و72 صدق کند . برهان این حکم از تعریف بردارهای 


همخط وقرار گرفتن پاره حط و 414ر وی خط ۵ و 7 A‏ 

پاره خط و3 کار وی خط 0 مستقیماً استنتاج می‌شود 

(شکل ۱۳۰). و 1 
شکل ۱۳۰ / 

مثال ۲ م در متوازی السطوح 8,٥,2,‏ 8024 ۸ حطوط 6 ۸و6 (اقطار وجوه آن هستند, ثابت‌کنید که 

زوج نقطه ای بصورت DEES GS‏ یک 

زوج منحصر بفرد است. نسبت|,(۱/|127 ۸7۸۷ |را بیابید . 

حل ه فرض کنید که ۷1 نقطه ای روی خط € ول نقطه ای ر وی خط (/ ٤‏ است (شکل ۱ طبق 

حکم از برای ای توازی جد ۸۶۸ و 00و کافی است که عددی مانند 2 وحود داشته باشد که در 

MN = ABD,‏ ( فت ن 


جس چ سس 
بردارهای/ 1 و (]1/را در امتداد بردارهای 12 » €8 و ر6)تجزیه می‌کنیم . این بردارها را بترتیب 


۱۳۹ 


eel‏ تساوى ,ر0 BC 4+ Cû,‏ ہے 8D,‏ را داریم. 
۳ 
دراینحاھ = + BO = —CB = —b, CD, = CD‏ 8 بوده وازاینروه + b‏ — ور / )2( را 
داریم بردر را بصورت مجم 14 0 ,6+ MC‏ = 1 نشان می‌دهيم دراینجا بردار 
با بردار CA‏ همخط بوده وبنابراین 264 = 6 خواهد بو . ولی ط 0 راداریم 
که به معنی تن + 24 = = ست ت بردار ۷ر با بردار 2 1 همخط بوده وه -- ۾ =0 آ) است. 
درنتیحه 6 ¬ ول = yD‏ 5 = 6,۷ خواهد بود + از E E‏ 
N = ) + y) a + ab + (1 — ye‏ )3( 

با جا گذاری تجزیه های برداری (2) و (3) 

) + ya +ub + (1 — y) 6 = Aa — Ab + 1e 
این تساوی برداری با دستگاه زیر هم ارز است:‎ 


2 کا 

۸س بح و 
۸ کل 

با حل این دستگاه 2/3= ل ,4/3- = 2 ,1/3 = ۸ بدست می‌آید. این امربدین معنی است 

که نقاط ۸1 و ۸۷ در موقعیتی قرار دارند که برحسب آت (,11۸(||)20) بوده و این موقعیت منحصر بفرد 

است . براساس مقادیر ‏ ول حنین حاصل می‌شود : 


کسی 


CM = —aCA = LCA, CN = 2C 
چس وس س‎ 
دراین حالت 80/3 = ۸/۸۷ بوده و از اینرو‎ 
ح= |۸۲۸۷ را خواهیم داشت‎ ۵ 
۳ 1/3 بنابراین حواب مسئله عبارت از‎ 
۱۳۱ شکل‎ 


دردومثال قبل از یک تساوی‌برداری که مفهوم مسئله را توضیح می‌دهد به دستگاه 1 اسکالر هم ارز 
با آن وصول یافتیم SNE U a‏ 
هم ارز با یک مجموعه از معادلات است. حتی اگریافتن یک مجهول ( ۸ درمثال مورد ملاحظه) 
مطلوب باشد نباید جستجوی خود را فقط به آن یک مجهول محدود کنیم. باید وجود جواب برای دستگاه 
حاصله را بررسی کنیم. ممکن است برای مجهول مز بور مقداری یافته شود ولی دستگاه ودرنتیجه خود 
مسئله فاقد حواب باشد. 

3° و در مورد نقاط تمایز 4 8 › 4 و که روی یک خط مستقیم قراردارند لازم و کافی است که 


۱۳۷ 


ج چ چ 

بردارهای ۸1۸ ۸۰ :۸40 همصفحه باشند.یعنی بایستی اعدادی ماننده و 8 وحود داشته باشند 
ج چ چس 

بطور بکه :40 8 + ۸1 = 4D‏ 

برهان اين ق قضیه ازتعریف همصفحه بودن بردارها وازناشی شدن بردارهای ۸ :46 2 

درنتیجه بردارهای 6 ۸ وه ) از نقطه ۸ استنتاج می‌شود (شکل ۲(. 


هر 


مشال ۳ ه از انتهای سه یال یک متوازی السطوح که از یک رأس مشترک ناشی می‌شوند صفحه ای را 
عبور می‌دهییم. این صفحه قطر متوازی السطوح را که از همان رأس ناشی می‌شود به چه نسبتی فطع 
می‌کند؟ 
حل ورس مفروض درمسئله را با 4 نشان داده وروس دیگرمتوازی ااسطوح را همچون شکل 
نامگذاری می‌کنيم (شکل ۱۳۳) ۰ را نقطه ای روی خط 40 در نظرمی‌گیريم برای اینکه قاط 
D »8‏ و روی یک صفحه قراربگیرند لازم و کافی است که بردارهای5,) e, MADA:‏ 
باشند» بعنی بایستی اعدادی مانند » و ۵ و باشند بطور یکه :42 8۸ +8 (WAM= aE‏ 
عبارات م ك AD = b,‏ ,0 = 4 را درنظر گرفته وبردارهای (4) را برحسب این سه بردار 
تجزیه می‌کنیم . چنین داریم b — e:‏ = طرش A, =a - ec‏ 
چس چس چ 
همچنین ۸4 + AM = AA‏ را داریم. دزاینجا 6-- = 4,۸4 بوده وبردار۸1 با بردار )4۸ 
ج 
همخط است, بعنی AM = 2.۸40, = 2 )۸ + ۷۲ + c(:‏ 
چس 
این امر به معنی 6 ٩(‏ - ع) + له ٣‏ 2۵ = 4,۸ است. با جاگذاری تجزیه برداری حاصله در 
(4) به تساوی e‏ (خ + به) - طم (- هه = 6 (1 — za + ab + (z‏ دست می‌یابیم که از آن 
نیزدستگاه زیرحاصل می‌شود : 
۳ 
,=1 


و ا 
چس چ 
با حل این دستگاه 1/3 = 8 ,1/3 = ت ,1/3 = 2 بدست می‌آید. بدین ترتیب ۸0/3 = ۸4 
را داریم؛ یعنی صفحه, 824یک سوم قطر ,)4 را ازطرف 
رأس 4 قطع می‌کند. از اینرونتیسجه می‌شود که 
1/2 = ,۱4۲۱۱۵ 


بوده وجواب مسئله عبارت ارو( خواهد بود. : 


۱۳۸ 


معادله (4) همچنین موجب ((1, 4184-4 )س 6 4. شده واین ام حکایت ا زآن دارد که نقطه 
تلاقی میانه‌های مثلث ۸,۸ 9است. به عبارت دیگر قطی6 مخلث 2 3۸/را در نقطه تلاقی میانه‌های 
آن قطم می‌کند. 
۲ وه وا را خطوط مستقیم متمایزی درنظربگیر ید . باشرطر ۸ج ۸۸ ۱6 ۸وو ۸ نقاطی از خط 6 هستند. با 
شرط و3[ چ اوو نقاطی از ا او ر . برای متقاطع بودن خحطوط 4 و ا لازم و 
کافی است که برد ارهای 3ا ] AAs,‏ ولو همصفحه باشند؛ یعنی بایستی. اعدادی .مانند .و 8 
وجود د اشته باشند بطوریکه: 83,8 -1 0۸:4 = ,48 
اثبات ه ضرورت: اگر خطوط ه و0 ا متقاطم باشند آنگاهنقاط :۰و ۲4 ووثار وی یک صفحه واع 
بوده ودرنتیجه بردارهای 4 4,4 و 11 Se‏ 33 
کفابت ه تساوی و809 سا و 04 س = ۸ را در نظر بگیرید : ردام س AM‏ راز 
طرف نقطه, 4جدا می‌کنيم . نقطه 4 سر این بردار به حط تعلق دارد. حال بردار و61/,1- = ,13 
را از طرف نقطه اجدا می‌کنيم. ‏ . نقطه ۸۷ سراین برداربه خط طا متعلق است. 
برداری 8,۸ + 87 ۸ + ۷4 =[ بابیان طرف راستآن برحصب بردارهایه 4:4 
و ولا جنین حاصل می‌شود: . 0 = 8/1 — a14, 1 BB},‏ + و = MN‏ 
از تعریف بردارصفر نتیحه می‌شود که نقاط ۷ و۸ بر هم منطبق هستند؛ یعنی خطوط » و امتقاطع 
می‌باشند. 
مثال ۶ * نقاط /۸ و2۷ میانگاه یال هایی ازیک جهاروحهی (شکل ۱۳6) بوده ونقاط ۸ و0 روی 
یال های (۸1 و 40/ طوری قرا ر گرفته اند که پاره خط های ۸/۷ و00 متقاطم بوده و داریم : 

3 = ۸۱/۱۸۱ | 
نسبت | 13001/186 | را پیدا کنید. 
حل ه برای متقاطع بودن خطوط ۸1/۷ و 1۵ لازم و کافی است که اعدادی مانند ه و f‏ وحود 
داشته باشند بطوریکه MPD = aMN -1 BPO:‏ )5( 
رداهای 20,6 Ms‏ را برحسب بردارهای طا =4 ,۵ =8 4وe‏ = 40 تجزیه هگن 

.MN ۸ + 4D + DN چنین داریم:‎ 

لل« چ نت م - 7( وه = DC = AC — AD‏ نیز چنین استنتاج 
می‌شود: e‏ 7 + < بو وت = MN‏ منظیر کردن عبارت = 261 ۷ ابه تساوی زیر 
وصول N‏ در نظر گرفتن PQ = PA + 4B + BO‏ و 
e‏ س = 04 2 = ٥4‏ نیز به رابطم ات +( 1) = P0‏ وسرانجام به 


۱۳۹ 


2e‏ + ود -- MA + AP‏ = ۸7 دست می‌يابيم .با حاگذاری تجزیه‌های برداری حاصله 
در ی می‌شود : 
٤ 2‏ 1 
En ESE o‏ 


- 
از این تساوی دستگاه زیر بدست می‌آید: 


1 
کے( 1) (] کد سوت مت 
Bz,‏ + & =0 


این دستگاه موحبات 3 = xz = 2/3, a‏ ,1/2-- =6 را فراهم می‌سازد . درئتیحه رابطه ز بر 
را خواهیم داشت :2/3 = | 130 |/۱ 130 |.یعنی جواب مسئله عبارت از 2/3 خواهد بود. 
به همان طریقی که در مثال های فوق انجام دادیم 
شرایط توازی یک خط و یک صفحه» دو صفحه و 
غیره را می‌توانیم به شکل تساوی های برداری بیان 
کنیم. 

شکل ۱۳4 
بخش ۱۰ ه زاویه بین خطوط مستقیم در فضا 
در هندسه فضایی برای تعریف هر دو خط مستقیم از مفهوم زاویه بین آنها استفاده می‌شود. زاویه بین 
دو حط متفاطع عبارت از اندازه و کوچکترین زاویه تشکیل شده با آن دو خط است. اگر همه چهار 
زاوبه تشکیل شده با دو خط متقاطع برابر باشند آنگاه زاویه بین آنها برابر "90 (یا 2/2 رادیان) 
خواهد بود. اگر دو خط مستقیم موازی باشند آنگاه زاویه بین آنها برابر *0 در نظر گرفته می‌شود. 
زاویه بین دو خط متنافر عبارت از زاویه بین دو متقاطع است که متناظراً به موازات آنها رسم 
شده‌اند. در این تعریف نقطه تقاطع دو خط که به موازات دو خط متنافر رسم می‌شوند بطور دلخواه 
احتیار می‌شوند . 
قضیه ه اگر خطوط متقاطع » وا بترتیب موازی حطوط متقاطع ره و را باشند آنگاه زاویه بین خطوط 
۵ و ا برابر زاویه بین خطوط ره و ,0 خواهد بود. 
برهان ه برای اثبات قضیه ر وی هر زوج از حطوط موازی نیم حط های متشابه الحهت اختیار کرده و از 
این نکته استفاده می‌کنيم که زوایای محدب با اضلاع متشابه الجهت مساوی هستند ِ ۱۳۵ 
٩۱ ]0, 1۰10M) 1۸ 10, M1)‏ (0۳] ۰ درنتیجه ,۲,0,۷1 ے = 07 ے و غیره را خواهیم 


۱:۰ 


حل هعبارات 84 ره = 960و ه = 80 را در نظر گرفته, چنین داریم: 
be = 2‏ = .وه = ab‏ رن عد | | عد | ظ | عد | ۵ | 


۷را برحسب وه بیان می‌کننيم. 

بدلی ل۸٥‏ + 6 + «MB = bıMN = MB‏ 02 02-2 ده 6 0 نتیجه 
می‌شود که MN + (a- -b- e):‏ 

(1) جنین حاصل می‌شود: 


۱۸/2۷ (<< (a—b 4-e)* = چ‎ (a - Fb + e*— 2a-b 1 3a.e— 2b. e) ڪٽ‎ 
ازاینرو 2 ۵/۷ = ۸6/۷۱ راداریم.‎ 


(2) عبارت سک ك وم - ه) 2 = BC‏ ۰ را محاسبه کرده وبا منظور کردن : 
alVT, | BC] = u‏ = ۱۸۲۷۱ 
چنین حاصل می‌شود : 
یب 10 cus (MN, Bo)‏ 
IMN ۱۰۱/۱ ۱۶‏ 


کک مر 
(3) بترتیب جنین حاصل می‌شود: 


۳ 


1۸۰] = (ab + e) b= (f a+) = 0, 
71۸۷ .)( = (a—b+e)-(e—a) = ج‎ ((c+a).(ec—a)-—b(e —a)) 


.0=( ب سس 2ي 2ه( ج =( —a? —b.e 1 b-‏ ?0( 


tیإح‎ ٤ 


از اینر ونتیجه می‌شود که (09) 1 (۷۸۷/) ,(۸) 1 (11۸)است. 


شکل ۱۳۹ 


مئال ۲ و درجهار وجهی (۸/۱01 تساوی‌های |0۵ | = 4/۱ |و |۱۵ = |40|راداریم. ثابت 
کنید یال های ۸ و(ا3/ متعامدند. 


۱۱ 


داشت. از تعریف زاویه بین خحطوط مستقیم و از n‏ 


قضیه بالا نتیجه می‌شود که: هر " 

۲ ۳ 

اگر خطوط 4 و ا بترتیب با خطوط وه وط موازی 2 
1 

باشند آنگاه زاویه بین‌خطوط ع وا برابر زاویه بین TEC‏ " 

خطوط و و بت خواهد بود. شکل ۱۳۵ A ly‏ 

مثال ۱ م زاویه بین خطوط مستقیمی را پیدا کنید که محتوی اقطار 48 و80 از وجوه یک مکعب 

هستند (شکل ۱۳+۵). 

حل e‏ اقطار مفروض روی حطوط متنافر قرار دارند , قطر 01 4 از وحه , 47(7(,4 موازی قطر 8٥‏ بوده 

مورد ملاحظه قرار می‌دهیم. هر ضلع آن قطری از وجه مکعب است. طول اقطار برابر بوده و از اینرو 

مثلث , ۸1,0 متساوی الاضلاع می‌باشد. پس ۵0 کح ,8,42 ے است. 

زاويه بين نیم خط های ,۸41و , (۸1 بدست آمده و معلوم شده است که حاده است. بنابراین زاو به 

بین خطوط 0 ۸ و ,1 نیز دارای همان مقدار بوده و حواب مسئله عبارت از 60° خواهد بود . 


۸2 4 
7۳ ۳ 1 
اس‎ ِ ۳ 
A 0 
(a) ۱۳۹ شکل‎ (6) 


مثال ۲ ه در منشور مشلثی مستظم (شکل 4۸۱)۱۳۷ | سس = 44,۱ | را داریم. زاویه بیین 
لوط قرو وزرا دست آورید 
حل ه قطر ,419 ور ,را بصورت موازی جابجا کرده و تصویر 4 را باء 4 نشان می‌دهیم (ظ۱۳۷). 
زاویه بین خطوط ,۸/۶ و :6 برابر زاویه بین خطوط 8€ و 6,۸ است. چنین داریم: 

| و44‎ = ۱ BIC = ۱ ایشا‎ || IBC, || BCI 
درنتیجه چهار ضلعی و 4804 یک متوازی الاضلاع و بدلیل ۸8۱ | = |196| یک لوزی خواهد‎ 
بود. نقطه 0 مرکز لوزی بوده و درنتیجه 80 ارتفاع مشلث ۸16 خواهد بود. با در نظر گرفتن‎ 
عبارت» = |48 | تساوی‌های ۷3/2 ۵ = |80 | و 1/3 » = |ر24 | را داريم.‎ 
«BBC با منظور کردن 5 ۰/۷ = او8. | درمی‌يابيم که در مشلث های 13,4 و‎ 


BC, = 1/65 a‏ | چ |41 | استت: پاره حط و )و 4 تصو یر پاره خط ,48 در حابحایی مواری 
بوده و از اینرو » ۷/6۵75 = |,8 ۱4| = |4٥|‏ است. حال با استفاده از قانون کسینوسها در مثلث 


و 8014 به رابطة ز بر دست می باييم : 
TE Ts‏ ی IL BAR‏ ,6۱| 


4 | وشر) | 21۳80۱ 


cos BU, Ay —‏ 
از این رابطه (1/4-) ۵۲6005 -= و ھ0٤8‏ ے بدست می‌آید. زاویه بین نیم خط های 6,13 
ور 4ر صورت منفرحه <arCCOS(—1/4)<T)‏ 2) درامده و بنابراین زاوبه بین خطوط ٥,13‏ 


وو 04 مکمل زاویه مز بور خواهد بود : که سسس 
(CB, C4,) = x — arccos (—1/4)‏ 


با استفاده از اتحاد(1 > | 2 |) وه = (2) sمععاه‏ -1- 2 ۵۳0605 به‌رابطه‌ز یر وصول می یابیم: 
کے 
arccos (1/4)‏ = (وشرن (CB,‏ 
و درنتیحه حواب مسئله عبارت از (1/4) ۵۳٥0٥08‏ خواهد بود. 


۸ ۱۳۷ شکل‎ N 24 
(2) (û) 


در دو مثال قبل حستجوی زاویه بین خطوط به یافتن زاویه بین نیم خط هایی با رأس های مشترک و 
موازی خطوط مفروض تحویل یافت. اگر » زاویه بین خطوط مستقیم باشد آنگاه زاویه بین 
نیم خط ها مساوی به باه =1 خواهد بود. این نکته را مخصوصاً در مسائلی که در آنها یافتن 
پارامترهای دیگری از چند وجهی براساس زاویه بین خطوط مطرح است بایستی مورد ملاحظه قرار 
داد , 

مثال ۳ م درمنشور مثلئی منتظم (شکل ۳۷۸ زاو به بین حطوط :۸ 4 و ,6 /برابر ز1/4) 210608 بوده و 
طول ضلع قاعده برابر » است. طول یال جانبی منشوررا بدست اورید. 

حل ه طول یال جانبی را با ا نشان می‌دهیم. همان ترسیمات بکاررفته درحل مثال ۲ راتکرار کرده و 
دوحالت زیررا مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم: 

arcs )1/4( )1(‏ = و8604 2 (شکل ۱۳۸)؛ 

.)۱۳۷ و 264 ۶ (شکل‎ = x - arccos (1/4) )2( 

جنین داریم: 

8 1 8 ۷ = |,4,|<۱6| << | وشر6 | 1/3 ۵ = | و34 |.با استفده‌از قانونکسینوسها 


در مثلث 804 در حالت اول ( - 4) (۵8 + ۵) × 2 = 308 را وبطریق مشابه در حالت دوم 
f 2(‏ 1( (قرا + شم) 2 == را داریم .از اینجادرمی‌یابیم که بترتیب 4 = ,0و5 ۷/»= را است . 
بدین ترتیب مسئله دارای دو جواب خواهد بود . حالت 
دوم مسئله به اطلاعات مثال ۲ متناظر است. بنابراین 
جواب مسئله عبارت از میا5 4/۷ است. 


شکل ۱۳۸ 


بخش ۱۱ و استفاده از حاصلضرب اسکالر (درونی) بردارها درحل مسائل 
حاصلضرب اسکالر در ونی بردارها را می‌توان برای یافتن زوایای بین خطوط مستقیم, طول پاره حط هاء 
فاصله بین یک نقطه ویک خط » وغیره مورد استفاده قرار دارد. 

2 ده | ۱۰۱۵ ۸ اه که حاصلضرب اسکالر دو بردار « و ظرا تعریف می‌کند تساوی 


2۰ 


کی ۱ 
TT‏ = (ط ,۸) ددن را موجب می‌شود . این فرمول را برای یافتن زاویه بین خطوط مستقیم بکار 
می‌گیریم .1 4 ور 4را نقاطی از خط 4باشرط, 4-4 و نقاط ,ذاو و ارا نقاطی از خط ا با شرط 88 
در نظر می‌گیریم . اندازه » A E E‏ اف زرم 0 و ٩‏ قرارداشته و طبق فرمول زیر 
تعریف می‌شود: ار ۳ 


> 
و ت را ورن 


چت ۱ 
Pla |‏ ۱۰۱ »44 ۱ 
ے e‏ 
اندازه ج » زاویه بین خطوط » و بین 0 و 2/2 قراردارد. اگر ۸/2 م >0 باشد آنگاه ٩‏ =» و 
|c0s Q|‏ = م cos‏ = ,0 605 خواهدبود. 
ت بِ 
حال اگر 7 > > 72/2 باشد آنگاه ې س 7۲ = به و اه 605| عد پې وع = ۾ 609 خواهد 


چ وت 
AAs |‏ ۱ 


ودار ا 
بود. از رد ۲ | رو مه (0 ,ه) ده . از این فرموں نتیجه می‌شود که : 


ج جس 

برای تعامد دو خط ۵ و لازم و کافی است که 0 = وا8 ۰و 44 باشد. 

مثال ۱ ه دریک جهاروجهی منتظم نقاط ۸1 و۷/ میانگاه های یال های (/4, و ٥1‏ (شکل ۱۳۹) بوده و 
۵| 48 |است. مطلوبست محاسبة: 


(1) طول پاره خط 1 ؛ (2) زاویه بین خحطوط N‏ ۷1 و ۸۶6 ؛ (8) ثابت کنید خط 11 بر یال های ۸418 و 
CD‏ عمود است . 


حل و سه بردارناصفحه 3 - = A b« BD‏ را اعتیارمی‌کنيم (شکل ۱4۰). 

جنین داریم cC:‏ — ود 4 و = .DC‏ 

طبق فرض | ظ | = | هھ |و|ه - ظ| = |ه - و| راداريم. آزاینرونتیجه می‌شود که 
e‏ + و.29 - لا (a — e) == (b — e); a — 20.6 + e‏ 

با منظور کردن "ظا = هھ به ۰6 = ۸۰6 یعنی 

0 = » (ط -- ه) وصول می‌یابیم. 

بدلیل 85 = ۵ ,4€ = ظ - ھ تساوی ۵ 

0 = 46-85 راداریم یعنی (199) ± (4€) وللتار 


شکل ۱4۰ 
قضیه فرعی ه دریک هرم مثلثی منتظم » بو یژه دریک چهار وجهی منتظم یال های متقابل بر هم عمود 
هستند , 
در مثال ۱ ثابت کردیم که خط مستقیم مارب رمیانگاه‌های یال های متناظریک چهاروجهی منتظم بر 
آن يال ها عمود است . 
حکم زیرنیز درست است: 
برای هر دو خط متنافر یک خط مستقیمی وحود دارد که هردوی آنها را قطع کرده و بر آنها عمود است. 
این خط منحصربفرد می‌باشد. پارهعطی که دو انتهمای آن برروی دوخط متنافرقرارداشته وب رآنها 
عمود است عمود مشترک آنها نامیده می‌شود . در بین همۀ پاره‌حط هایی که دو انتهای آنها برروی دو 
خط متنافر قرار دارند عمود مشترک دارای کوتاهترین طول است. بنابراین فاصله بین حطوط متنافر با 
طول عمود مشترک آنها برابر خواهد بود . 
مثال ۳ م طول یال یک مکصب برابر».است ت. فاصله بین خطوط مستقیمی را پیدا کنید که شامل اقطار 
متناظر از دو وجوه مجاور مکعب هستند. 
حل ه به عنوان مثال اقطار 4 و43 از وجوه مکعب را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم (شکل ١٤1.)۱را‏ 
نقطه ای بر روی خط 4€ و۷ را نقطه ای برروی خط 413 در نظر می‌گیر یم . شرط تعامد پاره خط ۸۸۷ 
بر خطوط ۸4 و 4:1 با روابط زیرهم ارز است: 
MN-BA, = 0‏ ,0 = ۸۲2۲۰۸6 )4( 


است . 


شکل ۱۶۱ 


ہہ چ وت چب چ چ 
بردارهای 6 4 N9 BA‏ را برحسب 4 == ARB‏ ظ = eg4D‏ = ۸4۱ بیان می‌کنيم. 
چ وت 
جنین داریم: 9 ۰۳ ۵ = ۸0 وه - 6 = ,34 . همچنین بدلیل اینکه نقطه1[ ر وی خط ۸40 و 
چ چ چ چ 
نمطه N‏ ر وی خط4,1 قراردارد از اینرو 0 24 = ۸ و۳۵ = ۷ استنتاج می‌شود . 
با منظور کردن این نکته درمی‌یابیم که: 
> چ چس ج چ وت 
zh + ye‏ — و y)‏ — و — 1( = ,84 + MA + AB + BN=—zAC + a‏ ۸۸۲ 
تجزیه های برداری را در معادلات (4) جایگذاری می‌کنیم ومعادلات را تبدیل می‌کنیم : 
((i—z— gy) a—zb + ye).(a+ b)= 0.‏ ( 
—~z— y) a— zb + ye). (e -— a) = 0‏ 1)) 
0 -- وا - و2 1 ,0= شیر (ن - توت 1) ۱ 
0 =2 +2 سل اس ,0 = ى( —ے- 1) - ەل 
از اینرو1/3 = ل = 2 بدست می‌آید. این امربدین معنی است که نقاط ۸ و ۸۷ ر وی پاره خط های 
6 و84 قراردارند و ۱/3 ۸6| = |۱۸۸6 ۱۸:۷3 = |۸۷ | است. 
ج 
حال چنین داریم؛ e‏ + چ a‏ = ۷ . بنایراین تساوی زیر استنتاج می‌شود : 
AE EE 4‏ ۱ 
a + a2) = 3‏ جشم) 3 / -- ۱۸/۸ 
مسائل 
۳ و ثابت کنید: (0) دریک جهار وحهی هررأس را به نقطه تلاقی میانه‌های وجه مقابل وصل 
می‌کنيم . این خطوط در نقطه ای (آنر0۱ می‌نامیم) همدیگر را قطع می‌کنند و این نقطه از طرف رس 
هریک آزآنها را به نسبت 3/1 تقسیم می‌کند, 
(ظ) پاره‌خط هایی که میانگاه‌های یال های متناظریک چھار وجھی را بهم وصل می‌کنند در همان 
نقطه 0 که میانگاه آنهاست همدیگر را قطع می‌کنند. 
64 و طول هریک ازیال های جھار وجهی ۸808 برابره.است. نقاط ۷۰۸ و 1 بترتیب روی 
یال های 04 » 20 و 26 طوری قراردارند که ۰/3 = | 6۷| = ۱۱ و 5/ه = 6۱| است. 
برشی از چهار وجهی رارسم کنید که بوسیله صفحه ۲ ۸/۸ ایحاد می‌شود . 
با در نظر گرفتن (ظ۸) 0( ۸/۸۷) = 0 طول پاره‌خط 60 را محاسبه کنید. 
۵۵ ۾ متوازی الاضلاع ABCD‏ نقش قاعده هرم .SABCD‏ را ایفاء می‌کند. برشی از هرم رارسم 
کنید که از رأس 4 وازنقاط ۸ و۲ » میانگاه‌های یال های لاک و (8.عبورمی‌کند. این برش یال 56 
را به چه نسبتی تقسیم می‌کند . 


01 ه طول یال مکعب ,4:26 ۸1200 برایر » است. نقاط ۸۸ و ۵ را بترتیب روی یال های و 
ونقاط 8 و راروی یال 68 طوری اختیار می‌کني م که ۰/3 -| 0۸ |= | 6۸ |-- | 6,۵ ۸۱۱-۲۱ ۱۸ 
باشد. برشی ازمکعب رارسم کنید که با رسم صفحه ای از خط ۸/۲ به موازات خط ۸۷ بدست می‌آید. 
مساحت این برش را محاسبه کنید. 

۷ و طول یال‌های 40 و 11 ازجهاروجهی 41869 بترتیب برابره اوزاویه بین حطوط 0 4 
و (8 برابر ۴ است. بیشترین مساحت ممکنه برای برشی از حهار وجهی را پیدا کنید که توسط 
صفحه ای به موازات خطوط ۸0 و 81. ایحاد می‌شود . 

۸ هو خط.». و صفحه .۲.مفروض اند نقاط۸۱ و ۸ ر وی خحطه(و ۸ کچ 4)قرار دارند . نقاط آ 2و 
« که روی این حط واقع نیستند به صفحه ۲ تعلق دارند. ثابت کنید برای اينکه خط » وصفحه 7 موازی 
باشند لازم و کافی است که بردارهای, ,۸ ۸6/۷ و ۸/7 همصفحه باشند, یعنی بایستی اعد ادی مانند 
». و ا وحود داشته باشند که: 62/2 + ۰۸02۷ = و44 

9 و قاط ۸ N‏ و ۲ رب میانگاه رال‌های 8 C0‏ و 70 از جهاروحهی 4801 هستند. 
صفحه ای از نقطه ۲ به موازات حطوط 1۸ و ۸۸۷ رسم می‌کنيم. این صفحه یال ۸۸ را به چه نسبتی 
قطع می‌کند ؟ 

۰ مه در متوازی السطوح قائم الزاو یه ,6 ۸1/24 عمودهای ۸,۳ و 4 را از رئوس 4 و 8 به 
قطر ,6 ۸ وارد می‌کنيم . اگر » = | ۵۱4 = | 4] و » = 4۸,۱ |باشد طول پاره حط 0 را محاسبه . 
۱ و طول هر یک از یال های منشور منتظم ا8ا 41۲٥4‏ برابر ۾ است. نقاط ۸ و۸ را بترتیب روی 
اقطار 481 و 8 از وجوه منشورطوری اختیار می‌کنيم که ج = ۱ ۷ M7 1. (4B),‏ )باشد. 


7 
نقاط ۸1 و ۸۷ به چه نسبتی پاره خط های ,418 و ا8 را تقسیم می‌کنند؟ 


اش ۱۴ و خطوط و صفحات متعامد 

یک خط مستقیم ویک صفحه درصورتی متعامد خوانده می‌شوند که خط مز بور بر هر حطی از صفحه 
عمود باشد. بیان فوق تعر یف تعامد یک خط ویک صفحه محسوب می‌شود . 

مثال ۱ هقاعده هرمی عبارت ازمثلث متساوی الاضلاع 6 (شکل ۱۶۲) بوده وطول یال های 
حانبی 9۸ 51 و )5 از آن با هم برابر ند. ثابت کنید که هرم 0 منتظم است. 

حل ه اگرپاره‌عط 80 را ارتفاع هرم درنظربگیریم آنگاه طبق تعریف تعامد یک نعط ویک صفحه 
مثلث های 5۹0۸ » 80/۲ و 506 قائم الزاویه خواهند بود. عبارات 1 = | )5.|-| 518 |=| $4 | و 
| ۹0 ارادرنظرمی‌گيريم. 


۱:۷ 


از مثلث های قائم الزاویه 804 » 501 و 506 درمی‌يابيم که _12⁄ = 6۹ چ | 80 | است. 
این امر بدین معنی است که نقطه 0 مرکز دایره محیطی 
مثلث قائم الزاویه 480 بوده و بنابراین مرکز همان 
بدین ترتیب رس 5 هرم مفروض را می‌توان روی مرکز 
قاعده مثلث متساوی الاضلاع )8 4 تصویرکرد.از اینرو 
هرم مفروض منتظم می‌باشد. شکل ۱۲ 


بطریق کاملاً مشابه می‌توان ثابت کرد هرمی که قاعدۀ آن چند ضلعی منتظم بوده وطول یال های آن نیز 
برابر است یک هرم منتظم می‌باشد. بویژه چهار وجهی منتظم یعنی چهار وجهی ای که یال های آن 
برابر است یک هرم منتظم محسوب می‌شود . هر یک از وجوه چهار وجهی منتظم نقش قاعده را برای آن 
ایفاء می‌کنند . 

ضابطۂ تعامد یک خحط ویک صفحه به شرح زير است : 

اگر حط مستقیمی بر هریک از دوخط متقاطم واقع بریک صفحه عمود باشد آنگاه خط وصفحه 
مفروض متعامد خوانده می‌شوند . 

مثال ۲ هثابت کنید قطر 4€ ازقاعده منشور چهارگوش منتظم (شکل ۹۳ ۱) بر صفحه ,13,70 3عمود 


است. 
اثبات ه کافی است که ثابت کنیم خط 6 ۸4 بر هر دو خط متقاطع واقع بر صفحه 822 8عمود است . 
از مربع بودن (/۸/6 نتیجه می‌شود که((8) 1 (40) است. ‏ 

ثاست خواهیم کرد که (,4۶14) 1 ( ارات 

مدشور مفروض منتظم است وبنابرآن (41960) 1 (,818) خواهد بود .طبق تعریف تعامد یک حط 
بریک صفحه این امر موحب (4) 1 (838) می‌شود. 

بدین ترتیب درمی‌پابیم که خط 40 بر حطوط متقاطع 82 و و از صفحه 8,0,2 2عمود است. 
طبق ضابطه تعامد یک خط بر یک صفحه 
این امر بر (88,2,7) از (46) دلالت 
کر 


شکل ۱۳ 


۱1۸ 


قضیه ه برای اینکه خط مستقیم واقع بریک صفحه بریک خط شیب دارعمود باشد لازم و کافی است 
که خط مفروض برتصویر خط شیب دارر وی صفحه مز بو عمود باشد. 

قضیه: اگرخطی در یک صفحه بر تصویریک خط شیب دار ر وی آن صفحه عمود باشد آنگاه خط مز بور 
بر خود خط شیبد ار عمود خواهد بود . ۱ 

مثال ۳ و ثابت کنید قطر,(13 از مکعب شکل 44 ۱ بر قطر 40 از وجه 49010 عمود است. 

اثبات م خط (11 تصویر خط شیب دار (31/ر وی صفحه (۸47901 است زیرا(۸۸6) 1 (2,2) 
می‌باشد. وجه 4802 یک مربع بوده و این 
امربه معنی((81) .1 (40) است. 

براساس شرط کفایت قضیه بالا رابطه اخیر 
موحب ( 0) .1 ()4) می‌شود. 


شکل ۱٤٤‏ 
قضیه فرعی ه قطریک مکمب که ازیک رأس آن ناشی می‌شود برصفحه مار از انتهای سه یال ناشی از 
همان راس عمود است. 
اثبات ه برای اثبات مثلاً قطر ,(97را درنظرمی‌گیریم (شکل ۱4۵). 
ثابت کرده‌ايم که (40) 1 (,80) است. 
بطریق کاملاً مشابه می‌توان ثابت کرد که(:(۸۸) 1 (,(97) است. 
از اینرونتیجه می‌شود که (۸,0) (88) است. ازویژگی های 
تقارن مکعب ر وشن می‌شودکه این امر در مورد هریک از اقطار مکعب 
صادق است. 
قضیه « اگر حط مستقیم واقع بریک صفحه بریک خط شیبدار (مورب) عمود باشد آنگاه آن حط بر 
تصبر یر خط شیبد ار بر ر وی صفحه نیز عمود خواهد بود. 
مثال 4 ه در جهار وجهی 4860 یال 48 بریال 6 ویال ۸0 بریال 10 عمود است. ثابت کنید 
که پای ارتفاع 70 از جهار وجهی نقطه تلافی ارتفاعات (یا امتداد ارتفاعات) مثلث 410 است . 
اثبات م ابتدا حالتی را مورد ملاحظه قراررمی‌دهیم که د رآن هیچیک از یال های 82 و00 به صفحه 
6 4 عمودنیستند»یعنی حالتی را درنظرمی‌گیری مکه‌هر یک از این یال هار وی خط مورب(شیبدارانسبت 
به صفحه 48€ قرار دارند. بدلیل (۸46) ر (00) (شکل )۱4٩‏ خط 80 تصو یر خط 82 بر 
صفحه ۸6 محسوب می‌شود. طبق فرض خط ۸ که روی صفحه ۸96 قراردارد بر خط مورب 11 
عمود است. طبق شرط لازم مطروحه در قضایای فوق این امسر بر( 1.۸ (190) دلالت دارد . 


۱4۹ 


بطریق کاملاً مشابه می‌توان ثابت کرد که (۸4) .1 (00) است. بدین ترتیب نقطه 0 م رکز تلاقی 
ارتفاعات (یا امتداد ارتفاعات) مثلث 80 4 خواهدبود.حال حالتی را مورد ملاحظه قراررمی‌دهیم که یکی 
ازیال ها مثل 82 بر صفحه 40 عمود است (شکل ۱4۷). 

در این حالت نقطه 0 بر نقطه ‏ منطبق بوده و خط €2 نسبت به صفحه ۸490 مورب می‌باشد وتصویر 
آن برر وی صفحه عبارت از خط (8€) است. 

طبق شرط لازم مطروحه در قضایای فوق رابطه ((01) 1 (48) موحب(80) ا ( 4)می‌شود. این 
امر بدین معنی اس تکه مثلث 96 4 یک مثلث قائم الزاویه بوده ونقطه 13 محل تلاقی ارتفاعات آن است. 


شکل ۱۷ 


حال مسئله ای را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم که می‌توان آن را با کمک ضابطه تعامد دوصفحه به شرح 
زیربه آسانی حل کرد. 

اک شی ای از شا عو ر یکت ماه دیگر بگنازه آنگاه ی شخ مر ور غو خواهل پوو 

مثال ۵ ه ثاب تکنید صفحات6, 88,2,0942 از منشور چهارگش‌منتظم 9,6,0 48004 متعامد 
هستند , 

اثبات ه درمشال ۲ثابت کردیم که(, gs C4 )4٥(1-)88,2‏ 
است (شکل ۸ ۱6). طبق ضابطه تعامد صفحات این امر 
(38,2,2) 1 (۸1,0) را موحب می‌شود. 


۱ شکل ۱٤۸‏ 7 ۲ 
قضیه ه اگر دوصفحه متعامد باشند آنگاه خط مستقیم ماربریکی ا زآنها که با فصل مشترک دو صفحه 
زاویه قائمه درست می‌کند روگ نو واه بود . 

مثال ٩‏ ه در منشور چهارگوش‌منتظم, 480,2 02 8 4 طول عمود مرسوم از رأس ,19 بر صفحه 2,0 4با 
شرط.» ‏ |41| وط = |44| را پیابید. 

حل ه درمثال ۵ ثاب تکردی که صفحات, 42و7 8,2 8متعامد هستند. فصل مشترک این صفحات 


۱۵۰ 


عبارت از خط 120 است (شکل ۱4۹). اگر3,6را در صفحە0, 88,2 بر خط 00 عمود رسم کنیم 
آنگاه طبق قضیه اثبات شده در بالا (۸,6) 1 (,8) خواهد بود. 

فرض می‌کنیم که (88) ۱( × است. 

درمشلث قائم الز اویه 8,2 N B,D, = 90°( N‏ ) رابطه 2 ۷ ۵= | ,8,2 | ودرنتیحه 25 ے|,N8|‏ 
راداریم. درنتیجه چنین استنتاج می‌شود: 20۶ +4 ۷ = *],,8] +[ V NB,‏ = ۵,۱ ۱۲| 
پاره خط 16 3ارتفاع مثلث ,۷8,2 است. آنگاه ازیک طرف 
درمورد مساحت این مثلث |,19,9 |۱۰,ظ۱۸۷ جع کر واز 
طرف دیگر | ,۱2۷۵:۱۰۱1 + = ؟ راداریم. 

از اینرو |۰۱۸2| ,18,2 = |,8:۱۰۱2۷ | یعنی رابطه 


زير استنتاج می‌شود : 
2 ۱ 
تسس سک تشه رس للم لمتلت. BIM a‏ 
سل ۷/208 | ۱۷۱ |۱1 


قضیه ه اگر دوصفحه متقاطع » و ۵ برصفحه ۷ عمود باشند آنگاه فصل مشترک صفحات به و ۵ نیز بر 
صفحه ۷ عمود خواهد بود. اثبات این قضیه را به عهده دانش آموزان وا گذ ار می‌کنيم 


بخش ۱۳ ه رسم خطوط وصفحات متعامد. 
رسم برش های عمود بریک خط یا یک صفحه 


اساس رسم اجسام فضایی در هندسه فضایی بر تصویر کردن موازی روی یک صفحه استوار است . 
تصویرهای موازی دارای تعدادی ویژگی های ساده هستند. به عنوان مثال در تصو یر موازی» توازی 
خطوط ونسبت طول های پاره خط های موازی پابرجا می‌ماند دررحالیکه در مورد زاویه‌ها چنین نیست. 
شکل ۱۵۰ تصویر موازی مکعبی را نشان می‌دهد . وجه ۸۸:1,17با صفحه رسم موازی است و از اینرو 
تصو یر آن مربعی مساوی خود ان وجه خواهد بود. وجه 413019 با صفحه رسم موازی نیست. تصو یر ان 
متوازی الاضلاعی است که با خود وجه برابرنیست. براساس موقعیت زاویه قائمه 48€ وجهت 


تصوير کردن» تصوي رآن می‌تواند حاده یا منفرجه باشد. 


مثال ۱ ۾ طول ضلع قاعده منشور چهارگوش منتظم 48٤0241802‏ (شکل ۱۵۱) برابر۵ است. 
تصو یر عمود مرسوم د رګا میانگاه یال,۸4۸را بر خط 8 نشان داده وطول این عمود را بیابید. 

حل ه مثاث, 1132 را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . عمود مرسوم از نقطه 11 بر حط 8 ارتفاع این مثلث 
است. با در نظر گرفتن عبارت ظا = |,44 |به 0/2 = |141 |= |/4۸ | وصول می‌يابیم. 
درمشلث های قائم الزاویه 11.4 و 1٤4,7‏ رابطه + هه = ,۱۸/9 = |۱8 حاصل 
می‌شود. این امربدین معنی است که مثلث, 82 4 متساوی الساقین بوده و ارتفاع مرسوم از راس 6 میانه 
نیز هست» یعنی پای ارتفاع مز بور میانگاه پاره خط 81 


است. با تصال نقطه ۱۷ء میانگاه قطر 82 »ارتفاع ۶ 

مرسوم از نقطه 16 به خط, 82 دست می‌آید . 

حال با یادآوری 7 

BF‏ ۲ 208 ۷ = || و۱80 + jll BNI‏ ِ م۳ 

مثلث قاشم الزاویه 1/272درمی يابيم که: 
IMN) = ۱۷ 173۳-777۴ = ۶‏ ٍِِ 


برای رسم عمودی از نقطۂ معینی بر صفحه معینی در فضا معمول این اس تکه موقعیت پای عمود را نسبت 
به نقاط صفحه مز بور که در شکل مشخص شده است» تعیین کنیم, 

شکل ۱۵۲۵ را اعتیار می‌کنيم که د رآن هرم مثلشی منتظم 848٥0‏ و ارتفاع 80 آن نشان داده‌شده 
است (مثلث 80 4 قاعده هرم است). طبق تعریف پای ارتفاع هرم منتظم مرک زقاعده هرم نیز هست . 
مرکز مثلث متساوی الاضلاع 80 4 بر نقطه تلاقی میانه های آن منطبق است. بنابراین میانه های77 4و 
۷ را درشکل ۱۵۲۵ رسم سی‌کنیم . نقطه 0 محل تلاقی آنها پای ارتفاع هرم است. پای ارتفاع هرم 
چهارگوش منتظم ارائه شده درشکل ۱۵۲۵ را می توان به عنوان نقطه تلاقی اقطار متوازی الاضلاعی 
بدست آورد که نقش قاعده هرم را بازی می‌کند وعبارت ازمر بع 4802 است. پای ارتفاع هرم شش 
وجهی منتظم ارائه شده درشکل 6 ۱۵۲ را نیزمی‌توان بطریق مشابه بدست آورد. اشکال ۱۵۳۵ و۱۵۳۵ 
رسم برشی از هرم مثلث القاعده منتظم 848€ را نشان می‌دهد که با عبورصفحه ای از6» میانگاه یال 


1۵۲ 


4 تشکیل می‌شود. این صفحه با ارتفاع 0 قاعده هرم زاو یه قائمه تشکیل می‌دهد . صفحه قاطع را با 
به نشان می‌دهیم. بدلیل :0 .1 (2/۷) رابطه ۵ .1 (۸4/0) حاصل می‌شود. از اینروعمود مرسوم از 
نقطه ابر صفحه 480 به صفحه » متعلق خواهد بود. عمود مرسوم با ارتفاع هرم که ازرآس 5 رسم 
می‌شود موازی است. براساس تجزیه و تحلیل انجام گرفته ترسیمات زیررا انجام می‌دهیم : ارتفاع 50 
هرم و خطوط )15 || |ر۸15 ارا رسم می‌کنيم (شکل ۱۵۳۵). ضلع برش که بر وجه ۸4136 واقع است 
بر خط 0۷ عمود بوده و از اینرو موازی یال 48 می‌باشد. از نقطه 5 خحطی براساس 14۸۶۱ || [0] 
رسم می‌کنیم (شکل ۱۵۳). از موازی بودن 0 و 8 4 نتیجه می‌شود که ضلع بر شکه بر وجه 13 ۸٩‏ 
واقع است با یال 48 نیز موازی است. خط 11۸ را براساس 1۸/1 || 1۸| رسم می‌کنيم .برش حاصل 
عبارت از ذوزنقه 700 است. 

ذیلاًمثال دیگری را دررسم برشی متعامد بریک خط مستقیم ارائه می‌کنيم . 


5 ۳ 5 
۳ 7 
۳ DJ E 2 
(a) (6( (e) 
M 
(2) A (۵( 


شکل ۱۵۳ 
مثال ۲ ه برشی ازیک مکعب رارسم کنید که از4» میانگاه یال, 4 4طوری عبور کند که با قطر8,9 
مکعب زاو به قائمه بسازد (شکل 6 .۱۵). این برش قطر مکعب را به چه نسبتی تقسیم می‌کند؟ 
حل ه همچون مثال ۱ بالا به آسانی ثابت می‌شود که عمود مرسوم از نقطه 14 بر خط ,از 0 , میانگاه 
پاره خط 8,2 عبور می‌کند. عمود مرسوم از میانگاه یال 4,0 بر خط 8,2 نیز از نقطه 0 می‌گذرد 


۱۵۳ 


(شکل 40 ۱۵). این امر بدین معنی است که صفحه برش مارّ بر نقاط 1 2۷ و 0 قطر 8,0 را نصف 
می‌کند. حال به رسم برش می‌پردازيم . برای انجام این کارثابت می‌کنیم که صفحه برش از 8» میانگاه 
یال 48 می‌گذرد. خط مستقیم 50 همچون خط 110 بر خط (7,1عمود است. بدین ترتیب صفحه 
5 همچون صفحه1]01۷/ بر خط ,8 عمود خواهد بود. آنگاه این صفحات بر هم منطبق بوده و 
(6)001۷ 5 خواهد بود. حال مثال ۱ بخش ۸را می‌توان مورد استفاده قرارداد. ثابت کردیم که برشی 
از مکعب که با صفحه 5 1/1۷ بوجود می‌آید یک شش ضلعی منتظم (شکل » 4 ۱۵) است که رئوس آن 
میانگاه یسال‌هسایی از مکعب است که قطر(,8را قطع نمی‌کنند. جواب مسئله عبارت از ۱:۱ 


است . 


شکل 4 ۱۵ 


حال مثالی از رسم برش عمود بریک صفحه معین را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . 

مثال ۳ م طول هر یال هرم چهارگوش منتظم 541610 برابره است. برشی از اين هرم رارسم کنید که 
از قط ر8 قاعده طوری عبور کند که با وجه 6 زاویه قائمه درست کند (شکل ٩‏ ۱۵۵). مساحت 
حل ه از نقطه ای از خط 82 عمودی بر صفحه ٥82‏ رسم می‌کنيم . عمود به صفحه برش متعلق بوده و 
به همراه خط 80 بطور کامل آن را تعریف می‌کند . مناسب بنظر می‌رسد که ترسیم برش را از نقطه 0 
مرکز قاعده ,۸4702 انجام دهیم. در حقیقت صفحه 30۸1 که د ر آن 1[میانگاه یال ٥2‏ است (شکل 
۵ )بر صفحه 52 ) عمود است ((01(1)6016), ( 65 )کت( 02)). بدین ترتیب ارتفاع مثلث 
SOM‏ که ازرأس.0 رسم می‌شود برصفحه 050 عمود خواهد بود. حال تعیین می‌کنيم پای ۷ ارتفاع » 
در مثلث قائم الزاو به 5027 ( "14-90 250)ر وابط 2 -| OM‏ و 173/2 |SM| =a‏ را داریم. 
طبق خاصیت مثلث قائم الزاویه تساوی | ۸62۷|۰6 | =*| 014| در دسترس قرار می‌گیرد که از 
آن نیز م 102 = | ۸ 1 | استنتاج می‌شود. این امر به معنی |811 | 3 = | ۸۲ | و مرکز بودن نقطه 


۷ برای مثلث متساوی الاضلاع ٥8‏ است. میانه 16 1 مثلث. (081 رارسم می‌کنيم . 

(DK) ( (SM)‏ = ۷ راداریم. برشی که بدست می آید عبارت از مثلث 6 است. 

حال مساحت برش را بدست می‌آوریم. ارتفاع ۸ مثلت ۸8 (1 مرسوم ارراس 8 دو برابر طول عمود 
۷ است ز برانقطه میانگاه پاره عط 8 است. 


درمثلث قائم الزاویه 6-801 ۵/۳ = ۷۱۸۲۲۱۰۱5۸۷ = 0۸۷۱ | راداریم. 
درنتیحه 6 ۵/۷ 2 =۸بوده ومساحت مثلث 4613 19 عبارت از 3 ۲ ۵8/2 = |2۸| RE f‏ 
:5 
۸ / 
(aj‏ 


شکل ۱۵۵ 


بخش ۱۶ ه زاو به بین خط وصفحه 

زاویه بین یک خط مورب نسبت به یک صفحه وخود آن صفحه برابر با زاو یه بین خط وتصوير قائم آن 
روی صفحه است. 

اگرخطی بر صفحه ای عمود باشد آنگاه زاو یه بی ن آنها براب 90 خواهد بود ؛ اگر خط و صفحه موازی باشند 
زاویه بین آنها 0 خواهد بود. 

مثال ۱ ھ زاویه بین یال یک جهار وحهی منتظم وصفحد وحهی ا زآن را پیدا کنید که شامل آن یال 
حل و زاویه بین یال ۸ وصفحه 48€ را بدست می‌آوریم (شکل ۱۵). طول یال چھار وجهی را با 
۵ نشان می‌دهیم . عمود 00 را برصفحه 0 4 فرود می‌آوریم . نقطه 0 مرکز مثلث ۸410 بوده و از 
اینرو 3/3 ⁄ » = |40|راداریم. خط 40 تصو یر خط 40 برصفحه 8 4 بوده و ازاینروزاویه 
بین خط ( 4 و صفحه مز بور برابر 0 24ے است. ۰ 

روابط 3/3 7= |42 |/|40| 0۵940 (3 ⁄/1) دمممجه = 40ے راداریم. به آسائی 
می‌توان دریافت که هریال چهار وجهی منتظم زاویه ای به همین اندازه با هروحهی که شامل یال 
مز بور نیست درست می‌کند. 

بنابراین حواب مسئله عبارت از (3 1/۷) 2۲0005 خواهد بود. 


۱۵۵ 


مثال ۲ ه در منشور مثلث القاعده منتظم 4,81٥1‏ 8€ 4 راط |48| = |, 44 | راداريم. زاویه بین 

قطر, 13و صفحه €, )41 را ماس 

حل ه تصو بر خط8 | را ر وی صفحه 441010 رسم می‌کنيم .صفحات, 480 1,06 4متعامد بوده 

و بنابران عمود 1 8 وارد بر خط0 4بر صفحه0 401 4 نیز عمود خواهد بود . خط 11 4 تصو یر قائم خط 

48ر وی صفحه44:6:6است. زاویه بین خط 81 4و صفحه0:6 ,۸4 4 برا ر۷ 8,4 است. با در نظر 

گرفتن عبارت ۵ = ۸1 رابطه» = |44 |ونیزرابطه2 ۷ ه = |4 |راخواهیم داشت. 

ارتفاع17., 9 از مشلث متساوی الاضلاع 4,20 برابر 3/2 ۷ ۵ است. درمثلث قائم الزاویه 8,4۸1 

چنین داریم : 

sin BAM = ۱۳۱/۱۱۸4, ۶ 
7 2,۸ = arcsin (V 6/4) 

بنابراین جواب مسئله عبارت از 


esi )۷ 6/4(‏ خواهڭ بود . 


شکل ۱۵۷ 
توجه ه اختیار زاویه, 44 ابه عنوان زاویه بین خط ,13 4و صفحه 4۸,06 ناصحیح است (شکل 
۹ خط4 4 تصو بر قائم خط ,9 4ر وی صفحه ۸۸,00 نیست وزاویهو 4 19,4 که معادل = است 
زاویه بین خط و صفحه مز بور محسوب نمی‌شود . روش مختصات را نیز می‌توان برای یافتن زاویه بین 
صفحه و حط بکار گرفت. دستگاه مختصات کارتزین را در فضا در نظر گرفته فرض کنید که صفحه به 
با معادله ز یرد رآن تعریف شده باشد: 0 ک= 0 + ےه + پرن + ده )4( 

.همچنین دونقطه (2 برط زوت) رو (و2 :ولا نیع) و4 را ازعط ه در نظربگیرید. زاویه بین حط 
.۰ وصفحه ۵ را با 9 نشان می‌دهیم. دوبردارزیر را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم : 

2 — ور سب 2 و س وق = +44 =1 و )¢ n = (a; bj;‏ 
زاویه ٩‏ بوسیله فرمول زیرتعریف می‌شود: a‏ 


Sin 2 )2( 


در حقیقت بردار (2 :۵ :2) = *- که برصفحه 0 عمود است با معادله (1) تعر یف شده و بنابراین 
با درنظ رگرفتن تساوی (1 ,5ہ) = چنین خواهيم داشت : 
اگرے >0>۷ باشد آنگاه په 7 ې خواهد بود (شکل ۱۵۹۵)؛ 
اگر > م > 3 باشد آنگاه ےہ = ب خواهد بود (شکل ۱۵۹۵). 
در هردو حالت ٩۲|‏ 605| = ۾ sin‏ راداریم. این امرورابطه j = ii‏ وه موجب فرمول 
(2) می‌شود . در مسائل استنتاج معادلات صفحه غالبا از این نکته استفاده می‌شود که معادله هر صفحه 
ماربر نقطه (20 :هل :وع) 6 رامی‌توان به شکل زیرداشت: 

a (z — zo) + ù (y — yo) + ۰6 (و‎ = 0. (8) 


شکل ۱۵۸ 

مثال ۳ ه در منشور چهارگوش منتظم نسبت طول یال جانبی به ضلع قاعده برابر 2 است. زاویه بین قطر 
8 منشور وصفحه 80,7 را بیابید (شکل ۱۵۹). 
حل ه دستگاه مختصات را همچون شکل ٩۱۵۹درنظرمی‌گیریم‏ .| گرضلع قاعده منشور را با ۵ نشان دهیم 
طول یال جانبی آن برابر 26 خواهد بود. آنگاه مختصات نقاط 0)8 1 ورظرا بدست می‌آوریم : 
(0 ;5 :8) 9و(5:28 :0) ,و0 :0 :0) 12و (28 :0 :0) .D,‏ صفحه ,86 از نقطه (0 :0 :0)] 
عبور کرده وبنابراین طبق معادله (3) معادله آن دارای شکل 0 = ےه + لط + 627 خواهد بود. 
با جا گذاری مختصات نقاط 8 وودر این معادله دستگاه زیر بدست می‌آید : 

| as + bs—0 

0 < ومد + bs‏ 
از این دستگاه درمی‌يابيم که 26- = 8 ,26 = هاست. این امربدین معنی اس تکه معادله صفحه 
0 8دارای شکل روبرو است: مه + 26 — 262 
با منظور کردن ٥<۰‏ (درغیر این صورت همۀ حملات صفر خواهد شد) وحذف آن از معادله به معادلة 
روبرو وصول می یابیم :20ے + 2y‏ — م2 
بدین ترتیب بردار 9 که بر صفحه 8012 عمود است دارای مختصات (1 ;2- :2) است. مختصات 


۱۵۷۲ 


: :م بردار ,80 = 1 را بدست می‌آوریم‎ 9 r) 
عد م‎ 0—s= وس = وت 0 = پچ وت‎ FT = و2‎ — 0 = 8 
آنگاه محاسبات زیر انجام می‌دهیم:‎ 
ln = (—s).2 + (—s)«(—2) + 25-1 = 2, ها‎ ۷51747193, 
|۱|- ۷24 تقو دق‎ 1/66 
با در نظر گرفتن ۳ به عنوان زاوبه ی (2) چنین بدست می‌آید:‎ 


شکل ۱۵٩‏ 
بخش ۱۵ ه فاصلة بین یک نقطه ویک صفحه. فواصل بین خطوط وصفحات 
به تعریف فاصله بین اجسام فضایی می‌پرد ازيم : کوتاهترین فاصله بین نقاط دو جسم فضایی 0 وو(4 
فاصلة بین دوجسم فضایی :0 و0 نامیده می‌شود . 
اگر نقطه ای روی یک صفحه واقع نباشد د رآنصورت فاصله نقطه از صفحه مز بو عبارت از طول عمودی 
خواهد بود که از آن نقطه به صفحه مز بور وارد می‌شود. اگرنقطه متعلق به صفحه باشد آنگاه فاصله بین 
آنها صفر خواهد بود. مثلاً در همین فصل با مسائلی در مورد یافتن فاصله یک نقطه ازیک صفحه مواجه 
بودیم (مثال ۵ بخش ۲ حال برای یافتن آن فاصله روش های دیگری را مورد بحث قرار می‌دهیم . 
اگر7» حجم هرم و0 مساحت قاعدۀ آن معلوم باشد آنگاه 7ء ارتفاع هرم را می‌توان طبق فرمول زیر 
محاسبه کرد :31۷/0 3 این ارتفاع چیزدیگری بجز فاصله رأس هرم از صفحة قاعده آن نیست. 
مثال ۱ ه مساحت سطح جانبی وحجم هرم چهارگوش منتظمی بترتیب برابر ۷ و 5 است. فاصله رأسی 
ازقاعده را از وجه جانبی ای حساب کنید که شامل آن رأس نیست. 
حل ه یافتن فاصله رأس 8 از صفحه 560 مطرح است (شکل ۱3۰). هرم 67010 را مورد ملاحظه 
قرارمی‌دهیم . این هرم و هرم 0 54 در ارتفاع منشعب از رأس 5 مشترک بوده ومساحت قاعده هرم 
اول یعنی مساحت 802 برابرنصف مساحت مربع ۸19619 است. این امربدین معنی است که اگر 


۱2۸ 


حجم هرم اول رابا نشان‌دهیم آنگاه 2 = ¥ خواهد بود. وحه 8€ رافاعده هرم SBCD‏ 
ر ۶ 

درنظر می‌گیریم . مساحت اسن وحه رار 5/4 اش ارتفاع هرم 601 وارده از راس 8 با فاصله 

ایکا ۵ = 8.4 س ,۷ خواهد بود . با بخاطر آوردن 4 ج ,۷ درمی‌یابیم که 

5 = 8 است. بدیهی است که نتیحه حاصله 

به نوع انتخاب رأس قاعده و انتخاب صفحه وجه 


مسئله عبارت از 0۷/5 خواهد بود . 


برای یافتن فاصله یک نقطه ویک صفحه از روش مختصات یعنی ازروش زیر نیز می‌توان استفاده کرد : 
فاصله (0) نقطه (و2 :ولا :وت) ,]1 از یک صفحهکه با معادله لاس + عه + یط + 02 تعریف 
شده است از ظر یق فرمول زیر قابل محاسبه است: 
mtn +en+!2l 4)‏ 
Vaz ba eR‏ 
مثال ۲ ۾ در منشور مثلث القاعده منتظم شکل 1 ۶ = |۸۲ او 39 = | رشه| راداریم. 


فاصله رأس )را از صفحه ۸7217 پیدا کنید . نقطه 12 میانگاه یال ,۸,6 است. 


حل ه دستگاه مختصات کارترینی واقع درشکل ۱ را در نظرمی‌گیریم. محور 2 های این دستگاه و 
میانه 81 از مثلث ۸4۸96 در صفحه قاعده واقع شده و بر خط 6 ۸ عموداند. بنابراین محور 2 ها موازی 


0 


حط 1۲ (/ خواهد بود . توحه دارید که قسمت هاشور خورده ۸1213 از صفحه» برشی از منشور به حساب 
نمی‌آید. مختصات نقاط 8.4 » 2 ور را بدست می‌آوریم : 

A (0; 0: 0), B (2V3; 2: 0), D (0: 2; 3(, 6 (O; 4; 3)‏ 
با توجه به مختصات معلوم نقاط 4 » 8 و 2 معادله صفحۀ 9 0 ۸4 همچون مثال ۳ بخش 4 ۱بدست می‌آید : 
0 = 22 + 3 - 1/32 .فاصله (م) نقطه (3 :4 ٥)0;‏ 
از صفحه مز بور را می‌توان بوسیله فرمول (1) محاسبه کرد: 


_ Î V3.0—-3-41-2.3 | 6_3 
ت‎ ۷3914 4 2 


بنابراین حواب مسئله عبارت از دوه 3/2 خواهد بود. 


0 


مسائل مربوط به یافتن فواصل یک خط ویک صفحه موازی با آن وصفحات موازی به مسئله یافتن 
فاصله یک نقطه ازیک صفحه تحویل می‌یابد . این نکته از احکام زیر استنتاج شده است : 

فاصله بین یک خط ویک صفحه موازی با آن برایر فاصله نقطه دلخواهی از آن خط نسبت به صفحه 
مفروض است. 

فاصله دوصفحه موازی برابر با فاصله نقطه دلخواهی از یک صفحه نسبت به صفحه دیگر است . 

حکم اول را ثابت می‌کنیم (شکل ۵ ۱5۲). حکم دوم را نیز می‌توان بطریق مشابه انبات کرد (شکل 
۱3۹۳9 

اثبات هر وابط به || 0266 ۵(ا گر حه باشد آنگاه بدیهی است که فاصله بین آنها صفر خواهد 
بود) را در نظر می‌گیريم . 4 را نقطه ای دلخواه از خط 6 فرض می‌کنيم . 

AAA] ۶‏ را داریم (شکل» ۱5۲).مطلوب قضیه این اس تکه ثابت کنیم فاصله بین ۵ و» برابر 
|44| است. با رسم صفحه 8 از خط ی و نقطهر 0:4 ل 8 را داریم .اگر, هس 0 8 فرض شود آنگاه 
۵ || ره خواهد بود . نقاط دلخواه» € ۷۲ و ع ۲ را اختیار کرده و عمود, ۷ 1را در صفحه( بر خط هرسم 
مي‌کنيم. آنگاه بدیهی است که |44 |= |111 | خواهد بود. 

ازاين گذشته» 1 ۸1,1 1] (بدلیل» .1 ) بوده و از اینرو | ,1۸1 ۱ < |22 راداریم. از این 
نکته استنتاج می‌شود که |44| << | ۱1/1۷ است. بدین ترتیب ۳44۰ کوتاهترین خط بین فواصل 
نقاط خط 6 وصفحه » خواهد بود. یعنی | 4 4 |فاصله این اشکال خواهد بود. 


شکل ۱۱۲ 


مثال ۳ هطول ارتفاع هرم چهارگوش منتظم 802 ۹۸. وطول ضلع قاعده آن برابر » است. فاصله بین 
" حط ۸4 وصفحه 56 را محاسبه کنید. 

حل ه ازرأس 8 هرم ونقاط و میانگاه‌های یال های 48 و 02 صفحه ای راعبورمی‌دهيم ‏ 
(شکل ۱۱۳). این صفحه بر صفحه 5٥02‏ عمود خواهد بود. عمود ‏ 11بر خط 52۷ نیز بر صفحه 802 
عمود است. طول این عمود دقيقاً برابرفاصله خط 48 از صفحه (1).است. ارتضاع 50 هرم وپاره - 
حول 1/2 ارتفاعات مثل ت1۷ محسوب می‌شوند. 


۱۹۰ 


دراین مثلث چنین داریم: 
ه خر + هم 1/7 - IMN) = ۰۰ ۱50۱ = ۰۰ ۱5۸۱ = ۷0۳ (ONT‏ 


مساحت مثلث 311۷ از یک طرف برابر |۸7 ۱۰۱ 5/۷ | + وازطرف دیگر برابر ۱22۷۱۰50۱ ج 


2 ۱2۷۱۰۱6۵۱ 
ے توا ان 


بو : 


شکل ۱۱۳ / ی A‏ 


مشال 4 هدر مکعب ,48624,8,6,۳ اگره =| ۸۱ |باشد آنگاه فاصله بین صفحات 480و 
(9(60را محاسبه کنید. 
حل ه قطر 4:6 (شکل 4 ۱۲) مکعب بر صفحات: 482و 800 مود است (نتیحه مثال ۳ بخش ۱۲). 
از نتیحه مسئله ۳ بخش ٩‏ دریافت می‌شود که صفحات 480 و8001 قطر :را به سه قسمت 
مساوی تقسیم می‌کنند. 
یعنی اگر/ و۷ نقاط تلاقی قط ر٤4‏ با صفحات 
مز پور باشند آنگاه 

اکی4ا = ۱۷6۱ IAM) = |MN|‏ 
خواهد بود. طول پاره حط 172۷ با فاصله صفحات 
4B,‏ و6 2 برابر است. 


بدلیل 3 17 = | 4:6 | استنتاج مینکن > = | 17/۷ | بوده و درنتیحه حواب مسئله عبارت 
از 3/3 1۷ ۵ خواهد بود. 

مثال ۵ ه در جهار وجهی (67 ۸4 طول یال های ۸477 و (1) برابر » وطول یال های دیگر برابر ا است. 
فاصلةٌ بین خطوط 48 و 20) را محاسبه کنید. 

حل هفرض می‌کنيم که[ و میانگاه یال های 41 و 60 باشد (شکل ۱5۵). درمشلث های 
متساوی الساقین 46 و 48 رابطه گ - *9 /[ = |۱۲ |68 حاصل می‌شود. 
مثلث 0112 متساوی الساقین بوده و بنابراین((60) .| 1]/۷۱] خواهد بود. این امربدین معنی است 
که۱1/۷ عمود مشترک خطوط 8 4 و (1) است 

از مثلت 17 یک و | 6۷ |-17|8 0 ۷1 = |1۷ | است . یعنی حواب 
مسئله عبارت از 57 -- ۳ خواهد بود . 


۱۹۱ 


قضیه فرعی ه دریک جهار وجهی منتظم که طول یال آن » است هرپاره‌خط واصل میانگاه‌های 
یال های متناظر» عمود مشترک آن یال ها بوده و طول این پاره حط برابر 2 4/۷ است. برای یافتن فاصله 
یال خطوط متنافر لازم است که عمود مشترک آنها رارسم کنیم. دو خط متدافر را همیشه می‌توان روی 
دو صفحه موازی رسم کرد. طرحی ازرسم یکی از این صفحات (صفحه مار بر خط ) درشکل ۱۲۰ 
نشان داده شده است: 8 نقطه دلخواهی از خط 9 است 6 اارق 8 9 ۱)وق »۵ ے 0 :20 2. فاصله 
بین خطوط »۵ و ط با فاصله بین هر نقطةٌ خط ۵ از صفحه » برابر است. از خحط» نیز می‌توان صفحه 8 را به 
موازات صفحه ۾ رسم کرد . فاصله بین صفحات ‏ و 8 برابرفاصل بین خطوط 6 و طا است. 


مثال ٩‏ ه در منشور مثلث القاعده منتظم شکل ۵ ۱1۷ تساوی های«1» 3 <| ,۸4۸ ,«ه 4 = |4۸ | 
را داریم. نقطه ]1 میانگاه یال 6 4است. فاصله بین خطوط 8 4 و1٥‏ را محاسبه کنید. 

حل ه از نقطه 4 صفحه 4,01٥‏ 4خطی به موازات خط 031 رسم می‌کنيم . بدیهی است که این خط از 
9 میانگاه یال 401 عبورمی‌کند (شکل ۱۲۷). صفحه 4 را به موازات خحط0:۷از خطوط ‏ ۸4 
عبور می‌دهیم . فاصله بین خطوط 48 و/6,/1براب فاصله نقطه ای از خط/,6 وصفحه 42 است. 
فاصله نقطه و را از صفحه 8 412 در مشال 2 همین بخش بدست آورده ایم و مقدار 2/2000 است. 
بنابراین حواب مسئله عبارت از 010 3/2 خواهد بود . 


شکل ۱۱۷ ۹ 


بخش ۱ ه زاویه دووجهی (فرجه). زاوبه بین صفحات. نیمساز» کنج سه وجهی 

اند ازه یک فرجه عبارت از اندازه زاویه مسطحه آن است. زاویه مسطحه عبارت از برشی از یک فرجه 
است. این برش با صفحۀ عمود بریال فرجه ایجاد می‌شود . اضلاع زاویه مسطحه بریال فرجه عمود 
هستند. برای یافتن اندازه فرجه روش مناسب این است که زاو به مسطحه آن رارسم کرده و مقدار آن را 
پیدامی‌کنند. 

مثال ۱ هفرجه تشکیل شده برروی یال یک چهار وجهی منتظم را بیابید . 

حل ه فرجه واقع بر یال 0 4 راپیدا می‌کنيم (شکل ۱۹۸). فرض می‌کنیم که 120 ارتفاع سه وجهی و 
۲ ارتفاع وجه (181 ۸ باشد. 

آنگاه 10 تصو یر1( ر وی صفحه ۸6 بوده ودرنتیجه [413] .1 1701] خواهد بود. این امر بدین 
معنی است که170 (/2 زاویه مسطحه ای است که رأس آن روی یال 417 قرار دارد. 

طول یال چهار وجهی را با » نشان می‌دهیم وآنگاه ۱/372 ۵ = |11 | را خواهیم داشت. نقطه 0 
مرکز وجه 126 4 بوده وبنابراین 1/370 ۾ = |110 | خواهد بود. از مثلث قائم الزاویه 1100 #0درمی‌یابیم 
که 1/3 = |20۱۱ | است. D‏ 

از اینرو فرجه ای‌که روی یال 48 تشکیل شده برابر 
(2۳0005)1/3 است .همه فرحه های تشکیل شده ر وی 
یال های یک جهار وجهی منتظم دارای همین مقدار 


تسیل , 


C 


شکل ۱۱۸ و“ M‏ 
یعنی اندازه هریک از انها برابر (1/3) 2۳0605 است. 

مثال ۲ ه طول همۀ یال های هرم چهارگوش منتظم 54802 باهم برابرند. اندازه فرجه بین وجوه 
0 و547 را بيایید. 

حل « صفحه ۹/6 از خط 70 که موازی صفحه (۸7 است عبور کرده است (4) || (8€))» 
موارات خط 176 عبورمی‌کند. خط 1 یال فرجه ای است که بایستی آذ راپیدا کنیم . فرض می‌کنيم که 
(۷:) 1 (0) و )8C( 1. )SN(‏ بوده و از اینرو(6/۷:) ل (:0/) است, ولی () || ] بوده و 
درنتیحه (¥ 1 8) رز ا راخواهیم داشت . از این امر استنتاج می‌شود که N‏ ۸ زاو یه مسطحه بین 
وحوه 88€ و $4 است. طول یال هرم را با ۾ نشان داده وفرض می‌کني م که 50 ارتفاع هرم است. 
عبارت»ه = ۷۵۷ را نیز درنظر می‌گیریم. در متلث متساوی السافین ۸۶5/۷ ر وابط» < | ۸7۸۷ | 


۱۳ 


|NS| = ۵ 0۰‏ = |18| ۵/2 = |0۸ داریم. 
از اینرو 3 1/۷ = ۱۵۸۷۷۱6/۷۱ = (9/2) 917 استنتاج 

می‌شود. 
حال درمی‌یابیم که 3 = «cos 0-1 — 2 sin (a/2)‏ 


arccos )1/3(‏ = مه است : 


یعنی حواب مسئله عبارت از (1/3) ۸۳6605 خواهد بود . 


شکل ۱۰۹ 


د و صفحه متقاطع چهارفرجه تشکیل می‌دهند. اگر این فرجه‌ها باهم مساوی باشند دوصفحه مز بور 
متعامد خوانده می‌شوند و اندازه هر یک از این فرحه ها 1/2 خواهد بود .اگر دو صفحه متقاطع‌متعامدنباشند 
در آنصورت کوحکترین فرحه تشکیل شده به عنوان زاو به ب بین آنها اختیار می‌شود . با این ترتیب زاویه 
بین د و صفحه متقاطع بین 0 و 7/2 قراردارد. 

مثال ۳ ۾ در هرم مسدس القاعده منتظم £۴ 8.11٤0‏ نسبت ارتفاع به طول ضلع قاعده برابر 4 : 6 / 
است. زاویه بین صفحات 50 و 8(8 را محاسبه کنید. 

حل ه خط ۸1 8 فصل مشت رک صفحات 13€ 5 و 8 را رسم می‌کنيم (شکل ۰۱۷۰( (86)-۸۸ 
). برای یافتن فرحه‌ای باوجوه 88% و 25 ابتدا زاویه مسطح؛ آن را رصم سی‌کنيم 
مرکز قاعده هرم را نقطه 0 در نظرمی‌گیریم. نقطه 0 میانگاه قطر 1313 بوده و بدلیل متساوی الاضلاع 
بودن مثلث ظ 191 () 1 (۸70) راداریم. خط ۸/00 تصو یر حط 5:17 ر وی صفحه قاعده بوده 
( 50 بر این صفحه عمود است) و بنابراین (۶/ ۷) ۱ (8.11) خواهد بود. 

اگر ۷ ارتفاع مثلث 801 در نظر گرفته شود آنگاه از (0۸۷) ر (/۵۸) و () ۱ (8۸1) نتیحه 
می‌شود (8۸۷9) .ا (3۸1) است, یعنی زاو یه 1 13/۷ زاو یه مسطحه ۸11 18 است.حال زاو به 1 ۸۱۸ 
را پیدا می‌کنيم . اگر طول ضلع قاعده هرم را با» نشان دهیم آنگاه 24 = |111 | = ۱/۹۸۲۱ |81| 
بوده و درنتیحه.3 1 ۵ = کک 


1 یرل تساوی » 3۴ ے E ۱ 1 e‏ استنتاج می‌شود . 
۳/1 ۱50 007 ۰ ۲ 


BNI] — ۳‏ رم باشد آنگاه 2" = ۸۷0 2 خواهد بود. 
از مخلث ۸02۷ رابطه 3 ۷ ۱0۱۱0۸۷ (0/2) ۱۷ بدست می‌آی د که از آن نیز 27/3 == 
حاصل می‌شود. این مقدار» برابرفرحه ۸14 88 است . بدلیل 72/2 << زاویه بین صفحات ۵۸ و 


6 بر ابر 7/3 = ب س ا7 خواهد بود. پس حواب مسئله معادل 7۲/3 درمی‌آید. 


۱۷۰ 


روش مختصاتی را نیزمی‌توان برای یافتن زاویه بین صفحات مورد استفاده قرار داد. صفحاتی را با 
۰ ۰ و 
معادلات زیر در نظر می‌گیریم : 
0 = و4 + bay + cag‏ + دوه 0 = 4 + موه + at 1 by‏ 
اگرزاویه بین این صفحات را با ٩‏ نشان دهیم آنگاه رابطۀ زیر حاصل می‌شود که درآن 


| 9:۰0 | 


(as; ba; E: 11 = 6۰: b1; €)‏ = وه است: line‏ ره[ 


COs Pp = 

مثال ٤‏ م نقاط ٤‏ »۴ و درمکعب شکل ۱۷۱ بترتیب میانگاه یال های, 24 آب 8 4 و66 هستند. 
زاو یه بین صفحات ٨۳2‏ 4۱7,۸7 را بدست آورید. 

حل ه دستگاه مختصات کارتزینی را همچون شکل ۱۷۱ در نظر می‌گیریم. با اختصاص » برای طول 
یال مکعب مختصات نقاطی از مکعب را بدست می‌آور یم : 

(0 و 0 و (as (gal 2) :D(0‏ )0 و نو (Og 0ya) < A,(ag0ga) F(a‏ (و(داهومون) ۸ 
از هختصات معلوم این نقاط معادله صفحه 1170 را بدست می‌آوریم: 0 = 22 و2 س زو . 
همجنین معادله صفحه ۸ (/,4 بصورت رو برو بدست می‌آید : 0 = 20 س 22 + ل 

(قسمت هاشور خورده صفحه ۸۱/1 درشکل ۱۷۱ برشی 
ار منعب محسوب نمی‌شود) . بردار (2— ;2~ :1) = ري 
بر صفحه (2/1 و بردار (2 :1 :0) ره بر صفحهال, ,۸ 
عمود است. 0 » زاویه بین این صفحات را بدست 
می‌آوریم : 


Inn) _ |10—21—22 | 2 


lm llnl rara. V1I14 VD 
Ç = arccos (2/۷5) 


cos Pp— 


نیمساز یک فرجه عبارت از نیم صفحه ای است که آن را به دوفرجه مساوی تفسیم می‌کند . نیمساز فرحه 
, ازیک طرف به یال فرجه محدود می‌شود . هرفرجه ای دارای یک نیمساز است. طریق رسم نیمساز 
فرحه به شرح زیر است: برای فرجۀ مفروض زاو یه مسطحه ای رسم می‌کنیم (شکل 4 ۱۷)) سپس نیمساز 
این زاو یه را نیز رسم می‌کنيم. نیم صفحه ای که بوسیله یال فرجه و این نیمساز تعریف می‌شود دقیقاً 
نیمساز فرجه مفروض بحساب می‌آید . حال این حکم را ثابت می‌کنيم . 

اثبات: صفحه زاو یه ۵06 (شکل ۱۷۲) بر 1 » یال مشترک فرحه‌های 0۵ و 8/8 عمود است. این 
امر بدین معنی است که زوایای ۵0٩‏ و600 زوایای مسطحه این فرحه ها هستند. خط 6 نیمساززاویه 
۸ بوده و بنابرآن 0/8 و 81 برابر خواهند بود؛ یعتی ۵ نیمسازفرحه 08 است. 


شکل ۱۷۲ 


به آسانی می‌توان دریافت که نیمساز هرزاویه مسطحه یک فرجه به نیمسا زآن فرجه متعلق است. 
نیمساز فرجه دارای تعدادی ویژگی مشابه با نیمساززاویه مسطحه است. 

مثال ۵ ه ثابت کنید نیمسازیک فرجه عبارت از مجموعه ای از نقاط داخل آن فرجه است که فواصل 
آنها از صفحات وجوه فرجه متساوی است. 

اثبات ه مجموعة نقاطی از داخل فرجه را که از صفحات وجوه فرجه به یک فاصله هستند با × و نیمساز 
فرحه را با 8 نشان می‌دهیم . ثابت می‌کنیم که هرنقطه مجموعۀ × به نیمساز تعلق دارد ؛ یعنی 8 - × 
است. ابتدا این نکته را مورد توجه قرارمی‌دهیم که یال 1 فرجه (شکل ۵ ۱۷۳) هم به مجموعه × و هم 
به نیمساز 6 تعلق دارد. بدیهی است که هیجیک از نقاط محموعه × که به هرد و فرجه متعلق هستند در 
خارج یال 1 قرارندارند. حال نقاط داخلی فرجه را مورد ملاحظه قرار می‌دهيم. فرض می‌کنیم که 
6 باشد. صفحه ۷ را از نقطه 11 عمود بریال 1 رسم می‌کنیم (شکل 4 ۱۷۳). زاو یه مسطحه 00۷ 

برشی برای فرحه محسوب می‌شود . فرض کنید که, ]۸۲۸ و ,۸/۸۲ بر حطوط محتوی نیمخط های ۵ و ا 
عمود باشند. 

آنگاه 7/7 ور ۸/۸۲ بر صفحات وجوه فرجه عمود بوده و از انر و بدلیل 626 17 »| ۸11 |=| ,۸۸۶ |یچواهد 
بود . این امربدین معنی است که نقطه 17 زاویه ۵0(6 از عطوطی که محتوی آن زاویه است بیک فاصله 
می‌باشند . از هندسه مسطحه می‌دانيم که در این حالت نقطه مز بور به نیمساز زاو یه ۵001 تعلق دارد. پس 
این نقطه به نیمساز 8 تعلق د اشته و بدین ترتیب 8= × ثابت می‌گردد . 


۱۹۹ 


4) 


شکل ۱۷۳ 

توجه و همانطوریکه ثابت شدء 0 نی‌مساززاویه مسطحه ط۵0 بوده وبناب رآن نیم خط 01 با 
نیم خط های ۸ وط زوایای حاده تشکیل می‌دهد. از اینرو نتیجه می‌شود که پای عموهای, 177 و و ۸1۸1 
بترتیب روی نیم خط های ۵ و قراردارند. شکل ۱۷۳ این موضوع را نشان می‌دهد . حال ثابت 
می‌کنيم که هر نقطه نیمساز به محموعة ٭ تعلق دارد؛ یعنی ×ے 8 است. همجنانکه مورد ملاحظه قرار 
گرفت نقاط یال آ هم به نیمساز و هم به مجموعه × تعلق دارد. فرض می‌کنيم که نقطه 11 نقطه ای 
دلخواه از نیمساز بوده وبه یال متعلق نباشد. محدداً صفحه ۲ را از نقاط عمود عبور داده وبریال ا عمود 
می‌کنیم , از تقاطع آن با فرجه زاویه مسطحه ا۵0 بدست می‌آید. (شکل ۱۷۳). نی‌مسازفرجه این 
زاویه مسطحه را در امتداد نیمساز آن قطع می‌کند . این امر به معنی این است که نقطه 11 به نیمساز زاو یه 
0 متعلق بوده و بنابرآن از حطوط محتوی اضلاع زاویه بیک فاصله است ؛یعنی|, 11 1 |= |, ۱۸۲/۸ 
است. 
عمودهای 1 17 ور ۸7 11 وارده‌براضلاع زاویه مسطحه بر صفحات وجوه فرجه نیز عمود هستند ز يرا صفحه 
۲ بر این صفحات عمود می‌باشد. نقطه ۸1 از صفحات وجوه فرجه نیز به یک فاصله خواهد بود » یعنی 
×€ است. از این امر نتیجه می‌شود که ×ے ۵ است. بدین ترتیب-16 و6 8۵ثابت می‌گرد د. 
یعنی × =8 بوده و این همان چیزی است که می‌باید ثابت می‌کرديم . 
کنج سه وجهی ساده‌ترین نوع کنج چند وجهی است. برای تشریح یک کنج سه وجهی غالبا 
اندازه‌های زیر بکار گرفته می‌شود : 
اندازه‌های سه زاوبه سطحه آن که ۸5۱ 5 و 65۸ وجوه آنها هستند (شکل )و 
اندازه‌های سه فرحه تشکیل شده بریال های ار 88 و 56 . این شش اندازه باهم ارتباط دارند. 
بخاطر داشته باشید که برای اينکه یک کنج سه وجهی با زوایای مسطحه ‏ » 8 و ۲ وجود داشته باشد 
شرط لازم و کافی این است که دورابطه زیر برقرار باشد: 

+ > ۱-۷۱ 360 > ۰۲+ 6 + »ه 


Er . ۳ ۰‏ ۴ ۳ ۰ 
(حتی اگریکی از این شرایط برقرارنشود آنگاه کنج سه وجهی با زوایای مسطحه مفر وض بوجود 


۹۷ 


خواهد آمد). 


شکل ۱۷ 


مثال ٩‏ و در کنج سه وجهی 848€ » زوایای مسطحه 88 ۸4 ۸.50 وفرجه تشکیل شده ر وی یال 

۸ برابر*6۵0 هستند. زاویه 13.50 را بدست اورید. 

حل ه نقطه؟5 1را ر وی یال 5۸4 اختیار کرده وخطوطی با شرایط ز بر رسم می‌کنيم (شکل ۱۷۵): 
(MP) 1 1S4)‏ و (MN! 1 [S41‏ 

عبارت » = |81| را در نظر می‌گیریم . از مثلث های قائم الزاو یه 811۸ و811۲ درمی‌یابیم که 

۱۸۸۷| = ۱۸/۱ =aV 3, | SN| = |SP| = 2a ۱ 

است. زاویه ۸۷1/۴ زاویه مسطحه فرجه ای با یال 5۸ بوده و بنابراین 60۳ == ۷11۲ ے خواهد بود. 

حال در مثلث ۸/۸۷ به 3 ۷ ۵ = ۱۷۱ وصول می‌يابيم . 

طبق قانون کسینوس ها در مثلث 8۷ رابطه زیر حاصل می‌شود : 


HSN ۱۶+ ۱۱۶-۱۷۱۶ 1 


۴ 3= 
8 4 271031] 57 8 


از این رابطه جواب مسئله بصورت (5/8) 2۲6605 -- 2۰۷5 درمی‌آید, 


مثال ۷ هثابت کنید نیمسازهای فرجه‌های یک کنج سه وجهی روی یک خط همدیگرراقطع 
می‌کنند . 

اثبات ه دو نیمساز مثل رل و ]را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم (شکل ۱۷). فصل مشترک آنها نیمخطی 
با راس .8 است. این نیم خط را با .1 نشان می‌دهيم. با شرط ۸4۵ روی نیم خط | نقطۀ دلخواهی مثل 


۹۸ 


۸ اختیار می‌کنيم. عمودهایر 4 4 )ر 4۸ وه 4۸را بر صفحات وجوه کنج وارد می‌سازيم. بدلیل 
ر € 4 رابطه |,44|= |44| ونیزبدلیل رم € 4رابطه | ,44 |= |۸4 راداريم. این امربه 
معنی |و 44 |= |ء 4 4| است؛ یعنی نقطه 4 از صفحات وجوه 5۶× و18۲ بیک فاصله می‌باشد. 
از اینرونتیجه می‌شود که نقطه .۸ به نیمساز فرجه ای با یال 52 متعلق است, 

ازآنحا که.4 نقطه دلخواهی ازنیم خط 1 است از اینرو کل این نیم خط به نیمساز تعلق دارد. 

بدین ترتیب نتیجه می‌شودکه سه نیمساز فرجه‌ها در داح لکنج روی یک نیم خط همدیگر را قطع می‌کنند. 


شکل ۱۷۰ 


از هندسه مسطحه می‌دانيم که نیمسازهای زوایای یک مثلث همدیگر را در یک نقطه قطع می‌کنند. 
نیمسازهای فرجه های یک کنج سه وجهی نیز ویژگی مشابهی دارند. 

مثال ۸ و ثابت کنید نیمسازهای فرحه‌های یک جهار وجهی همدیگررا دریک نقطه واقع در درون آن 
قطم می‌کنند. 

ثبات ه 1 را نیم خطی در نظر می‌گیریم که عبارت از فصل مشترک نیمسازهای کنج سه وجهی با رأس 
۸ است./1 را نیز نقطه تقاطع این نیم خط ووجه 1۲02 درنظرمی‌گیریم (شکل ۱۷۷). دوسرپاره خط 
7 به دو وجه ازفرجه ای با یال :196 تعلق دارد وبنابراین نیمساز این فرجه پاره خط 4 را قطع می‌کند . 
نقطه تلاقی آنها را با 0 نشان می‌دهيم. نقطه 0 به 
نیم خط 1 متعلق بوده ودرنتیجه از صفحات ۸8€ 
۰ 48 و ۸67 بیک فاصله خواهد بود. 

در همان حال فواصل نقطه 0 تا صفحه ۸16 و 
0 نیزممساوی است»زیرا این نقطه به نیمساز 
فرجه ای با یال :130 متعلق است. بدین ترتیب در 


شکل ۱۷۷ 


۱۹۹ 


می‌یابیم که نقطه 0 از همه صضحات وجوه جند وجهی بیک فاصله است؛ یعنی به نیمسازهای همۀ 
فرجه های جند وجهی تعلق دارد. 


بخش ۱۷ ه محاسبه حجم چند وجهی ها وحجم قسمتی ازچند وجهی ها 
مثال ۱ ه برش :4,۶,۲ را در هرم مثلث القاعده 1۲0 4 5 به موازات قاعده طوری رسم می‌کنيم بطور یکه 
۸= | ۵4:۱/۱5۸| باشد. اگر ,۷و۷ به ترتیب حجم هرم‌های :5۸,8۱6 و 848€ باشد آنگاه 
۷ = ,۷ راثابت کنید. 
حل ه تبدیل متجانس مرکز؟ وبا نسبت تجانس ۸ را در نظرمی‌گیریم. مفلث ,4,۸,0 (شکل ۱۷۸) 
تصوير مثلث ۸4190 تحت این تبدیل بشمارمیر ود زیرا 
k‏ = 54۱ ۱۹4۱۱۱ = ۱66۱66۱ = ۱6,۱۹۱ 

است. درنتیجه م وم 135 = ,نو ,رگ خواهد بود. فرض کنید 80 ارتفاع هرم 5۸190 بوده و 
(د4,۵,6) 0 1801 = ,0 باشد. آنگاه,50 ارتقاع هرم 8413,01 بوده و 50۱ )= |80| 
خواهد بود. از اینرو نتیجه می‌شود که: 

VÊ SO, Sac, = FT (SOS ane = RV ۱‏ 
واین همان چیزی است که می‌بایست ثابت می‌کردیم . 


توجه و (۱) اگر یک هرم دلخواه با قاعدۀ چند ضلعی مورد ملاحظه باشد بدیهی است که همین نتبحه 
بالا را بدست خواهیم آورد زیرا این نوع هرم را نیز می‌توان 


۷ 
به عنوات اجتماع چندین هرم مثلث القاعده در نظر گرفت 1 f‏ 
۱ 0 ۸ 


(شکل ۱۷۹) 


شکل ۱۷۹ 


(۲) با استفاده از نتیجه حاصله در حل مثال ۱ برای محاسبۀ حجم هرم ناقص می‌توان به آسانی فرمولی به 
صورت زیر استنتاج کرد که در آن 11 ارتفاع هرم ناقص ور؟.و , 8مساحت قاعده‌های هرم ناقص است: 
(وک ۳ Ss‏ ۷ برد) 211 v=‏ 

در محاسبهٌ حجم منشور علاوه بر فرمول 17۰4 = ۷ که د رآن ال ارتفاع منشور و 0 مساحت قاعده آن 
است. می‌توان از فرمول 1۰58 = ۷ نیز استفاده کرد. در اين فرمول / »طول یال جانبی و8 » مساحت 
برش قائم منشور است. 
مثال ۲ م حجم منشور مثلث القاعده ,13,6, 126۸4 ۸ براب ر۷ است. نقاط 1 و را بترتیب روی یال های 
:88 و6 طوری انتخاب می‌کنيم که ۷0 = |88 ۰111/۱ > ,۷۱/66 |باشد. حجم 
چند وجهی1۷ 13٥0401‏ 4(هرم ناقص) را بيابید . 
حل ه فرض می‌کنيم که ٥‏ 3ا ۸برش قائم منشور (شکل ۱۸۰) و49 ارتفاع همان برش باشد. با در 
نظر گرفتن عبارات ۸ ۸,0۱ ,۵ = |و6, | ,1 = |14| روابط زیررا داریم: 

7-- 1( = |۱6:2۷ وا( — 1) = | ۱,۸ ,اه = | ۱۸۷ ml,‏ = ۱۸/۱ 
حجم هرم/۷ ,4,3,0 را بدست می‌آوریم . قاعده این هرم عبارت از ذوزنقه ۸ 19,6,/۷است. ارتفاع 
ذوزنقه برابر | و 9:6 |یعنی برابر» است. مساحت این ذوزنقه را بدست می‌آوریم : 


ات مت له 3 ر 1 0 
بت ۱6۸۷۰۵ + (BM)‏ جع یک 


1 سس 
توجه داریم که پاره خط (/, ۸ بر صفحه 6 11,6 3اعمود بوده و از اینرو ارتفاع مرسوم را در هرم 


= ۸ برابر‎ 4 ,8,C,NM 


(ء 4| خواهد بود, بشابراین نتیجه می‌شود که اگر, ۷حجم هرم باشد آنگاه 
hS, = Û (2 — m — n) lah‏ = ,۷ خواهد بود. حال مساحت برش قائم منشوررا بدست 
می‌آوریم : ۸» - ۵ 
این امربدین معنی است که حجم کل منشور را می‌توان با 
فرمول lah‏ 2 = ۷ بیان کرد. بامقایسه‌عبارات مر بوط به 
VaV1‏ درمی‌یابیم که ۷ n")‏ — وروت 2 = ۷V,‏ 
است. آنگاه متوجه می‌شویم که ۷» حجم چند وجهی 
۷ 4 4 جنین است: 

E aa Ay 


برای محاسبه حجم یک چند وجهی اغلب از تبدیل وتکمیل آن چند وجهی به یک هرم یا منشور» و 
تقسیم چند وجهی به این اشکال فضایی استفاده می‌شود . 


۱۷ 


می‌کنيم. این برش منشور را به دوقسمت مساوی تقسیم می‌کند. نسبت حجم های آنها را پیدا کنید. 
حل ه برش را رسم می‌کنيم . میانگاه یال های, 717 و,8,6 را باو ۸ نشان می‌دهيم (شکل ۱۸۱). 
نقاط (66) 6 ۸637 = 5و (:4,6) 0 (84) = ۶ را مشخص مي‌کنيم. برش حاصل عبارت 
۱ از جهار ضلعی ۷ 411 خواهد بود. حجم منشور را با ۷ و حجم بخشی از آن را که شامل یال 
٤‏ است با.:۷ نشان می‌دهیم. روش رسم برش طریق بیان ,۲را برحسب 7 نشان می‌دهد . 
نقطه (۱0) 0 (۸/2۷) = 1 رامشخص می‌کنيم . 
برای یافتن ,/۷بایستی حجم هرم های , ۷6( 5 و118 114 را از حجم هرم 51,6 ک مکنيم ,و این حجم ها 
را می‌توان به آسانی برحسب منشور بیان کرد . ارتفاع منشوررا با 11 مساحت فاعده‌رابا 0 وحجم 
هرم‌های 5416 :5۷6و 2 ۷۸ را بترتیب با و و۷ و7 نشان می‌دهیم . 1 و ۷/ میانگاه 
يال‌ها بوده و۱86 = ۶۱86۱۰۱81۱ = 6۱| راداريم. 
از اینرونتیجه می‌شود که 0 ج = مرک است. از این گذشته داریم: 
SCI = 36۱‏ و ۱66۱ |SCıl‏ 
این امر بدین معنی است که ارتفاع هرم 510 برابر ۸1 است. 
رابطه 100 ج == م رر 1۲×8 .ج = را یعنی ۷ لے ب- رل حاصل می‌شود. هرم ,۸۷ 5ب 
نسبت (1/3 = | 86۱/56 |) د = ۸ متجانس هرم 841٤‏ است. 
از اینجا ۷ ج = وتات ولا وت می‌شود. نقطه 11 میانگاه یال ,113 بوده و ارتفاع هرم 18 1۸ 
راب است , با توحه به 10| ج = ۳ 
نتیجه می‌شود که 4 ج > اس 
از این رابطه نتیجه می‌شود که : 
10-۷ = ۷-۰2۰0 
آنگاه ۷ ۷ و۲۷ س ۷ = ۷حاصل 
می‌شود. حجم قطعه ای از هرم که شامل یال 
,۸ 4است معادل 13/36 = ,7 - ۷ می‌باشد. 
بنابراین نسبت حجم های‌قطعا ت آن معادل 13/23 


خواهد بود . 


بخش ۱۸ ه مسائلی درمورد ترکیب چند وجهی ها 
مثال ۱ ه طول ضلع قاعدهٌ هرم مربع القاعده منتظمی براپر » و ارتفاع هرم نیز براہر۸ است . مکعبی را در 


۱۷۲ 


درون هرم طوری محاط می‌کنيم که چهار رس آن روی قاعده هرم وچهار راس دیگ رآن روی وجوه 
جانبی هرم قرار گیرد» ونیز چهار یال از مکعب نیز موازی قطر قاعده هرم باشد. طول یال این مکعب را 
بدست اورید. 
حل ه فرض می‌کنیم که چهاریال از مکعب موازی قطر6 ۸ از قاعده هرم باشد (شکل ۱۸۲). این 
یال ها را با 200,716 1۸و ,۲,0 نشان می‌دهيم . طول یال مطلوب مکعب را با ا مشخص می‌کنيم . 
برشی از هرم را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم که با قاعده بالائی مکعب ایجاد شده است (:(/۱ 44810 در 
شکل ۱۸۲). این چهار ضلعی‌مربع بوده ویال های ۸1,۷ و, ۲,0 مکعب با قطره ۱۳ 4 موازی است .از 
اینرو 7/4 = ,11,13 ,۷ے حاصل می‌شود. از این نکته به 7/4 = ,2,۸,۸ وصول می‌یابیم؛ 
یعنی مثلث قائم الزاویه ,1,۸,0 متساوی الساقین نیز هست. از این گذشته مشلث های ,۷/, ۸,۸4 
و ,۸,۸,۵ مساوی هستند زیرا وترهای آنها مساوی هستند:۵ = ۱۸/,۵,۱ = |,۸1,/۷]. این امر به 
معنی | ۱۸,۷ = 8,۷,۱ | است. از اینرو 4,6,۱/2| = |,۸/,۷| = ظ استنتاج می‌شود . 
حال این نکته را مورد استفاده قرار می‌دهی مکه فاصله بین صفحات, (/, 13,0 4 و 41102 برابرا است. 
فرض می‌کنیم که 50 ارتفاع هرم بوده و( 4,1€) 0 (6۵| = ,۵ باشد. چنین داریم: 

h —b < ۱6۵,6۵ =: (kh — (۸‏ = ,۱5۵ 9۰ = |,00) 
از این رو ۸/(ا -- ۸) = |4,6۱۱//4 ]| استنتاج می‌شود . 
با منظور کردن 2 ۷ ۵ = ۱46۱ ,20 |4٥|‏ رابطه /(0 — ) = 172 20/0 حاصل می‌شود 
که از آن نیز (2۸ 1 + ۵/)6 = 6 بدست می‌آید. 
پس جواب مسئله عبارت از (2۸ ۷ + 0/)6 خواهد بود. 
توجه داشته باشید که درحل این مسئله محاسبات و استدلالات را با این فرض انجام دادیم که 
موقعیت های مفروض برای هرم و مکعب درصورت مسئله امکان پذیر است. از حل مسئله استنتاج 
می‌شود که چنین مکعبی را می‌توان در هرم مفروض محاط کرد. در حقیقت برشی از هرم را به موازات 


قاعدغ آن از نقطه, 4متعل به بال 8۸ تیم که ۷2 سب الها راشد. 
ا ا ی 


به آسانی می‌توان ثابت کرد میانگاه‌های اضلاع برش 
و پای عمودهای مرسوم از این نقاط برصفحه قاعده 
هرم»رئوس مکعب مفروض در مسئله است . 

از حل مسئله‌فوق استنتاج می‌شو د که این نوع مکعب منحصر 
بفرد است. 


۱۷۳ 


مثال ۲ ۾ طول ضلع قاعده منشور مثلث القاعده منتظم, ۸,1,6 /90/ 4برابر »است . دویال جهار وجهی 
منتظمی ر وی خطوط مستقی م1۵ ۸ و٤13‏ قرار دارد. طول یال این چهار وجهی را بدست آورید. 

حل م بدیهی است خحطوط ۸,7 و 8,٤‏ شامل یال های متنافر جند وجهی است. ولی این یال ها در 
جهار وجهی منتظم متعامد بوده (مثال ۲ بخش ۱۱) و درنتیجه خطوط 4,8 و ,13 نیز باید متعامد باشند, 
این شرط ما را مجاز می‌دارد تا 1 » طول یال جانبی مکعب را بدست آوریم . می‌دانیم که طول عمود 
مشترک یال های متدافر یک چهار وجهی منتظم برابر1/2/است‌که د ر آن طول یال چهاروجهی است 
(نتیحه مثال ۲ بخش ۱۱). این امربدین معنی است که اگر فاصله بین خطوط 18 4 و٤‏ ظ برابر 0 باشد 
آنگاه 1/2 ۵ -- اخواهد بود. حال با توجه به شرط ارائه شده در بالا آ» طول یال جانبی منشور را 
بدست می‌آوریم . قط ر٤1‏ را روی صفحه13 ,۱/7 4۸4 تصویر می‌کنيم . تصوی ر آل عبارت از حط 8,1 
(شکل۱۸۳۵)است که در آن/1 میانگاه یال ۸1 محسوب می‌شود . رابطة (4,8) .1 (6:) موجب 
(A,B)‏ (/1:1/) می‌شود. در این حالت مثلث های قاثم الزاویه 1181 و 4134 متشابه بوده و 
بنابراین | ۱۸/۱/۱4۵۸ = | ۱/۸,| خواهد بود. از این رابطه ۵/2 = 12» 2 0/۷ = ] نتیجه 
می‌شود. حال فاصله بین خطوط 1 »13,6 را تعیین می‌کنيم . خط (,9 را بصورت [13, 4| || [8,2] 
رسم می‌کنیم (شکل ط ۱۸۳). فاصله مطلوب برابر فاصله نقطه 13 از صفحه 121,60 است» یعنی برابر 
ارتفاع هرم 818,٤‏ مرسوم ازرآس 8 است. حال به یافتن حجم هرمی مبادرت می‌کنيم که وجه)(/(1 
قاعده آن است. چنین داریم :6 ۷ a4‏ = ۲ . 

حال با منظور کردن وجه ,11/1 به عنوان قاعده هرم نتیجه می‌شود که: 


مثلث 9,6 بدلیل (4,8) || (8() و (6:) 1 (4,8)» قائم الزاویه است. این امربه معنی 
س = 2,60۱ ۱6,۱۰۱ ,یروک 
است . با حاگذاری مقادیر ۷ و ,»5 در فرمول 4V = >d ‘Som, e‏ 6 ۰/۲۷ = 4 وصول می یا بیم . 


در تحزیه وتحلیل نهایی درمی‌یابیم که 3 ۱۷ = 2 1/۷ =0 است. و درنتیحه حواب مسئله عبارت 


از ۱۷ خواهد بود. Ar e‏ 
۱ 
1 
شکل ۱۸۳ ۲ ) 


۱۷ 


بدیهی است که وقتی یال حانبی منشوری دارای طول حاصله در بالا باشد آنگاه با ترتیب ارائه شده در 
فرض مسئله می‌توان یک جند وحهی منتظمی را با آن ترکیب کرد. در اینصورت اقطار, ۸و 13٥‏ 
متعامد خواهند بود, با جدا کردن پاره خط هایی بطول 3 ۷ ۵/2 = ۷/2روی هریک از حطوط ۸4,۶ و 
18,٤‏ از طرف پای عمود مشترک آنها چهار نقطه حاصل می‌شو دکه ر وس جند وجهی‌منتظم بشمارمی‌ر وند. 


مسائل 
۲ وثابت کنید صفحه متعامد بر هریک از دوصفحه متقاطع بر فصل مشترک آنها نیز عمود خواهد 
بود . 
A‏ ه هم ارزی گزاره‌های زیررا ثابت کنید 
(:) طول یال های جانبی یک هرم مساوی است؛ 
() یال های جانبی هرم با صفحه قاعده آن زوایای متساوی درست می‌کنند . 
(0) برقاعده هرمی می‌توان یک دایره محیط کرد؛ ارتفاع هرم از مرکز این دایره می‌گذرد. 
6 و ثابت کنید صفحات متعامد بریال های یک چهار وجهی که از میانگاه آنها عبور می‌کنند در 
یک نقطه مشترک اند . 
۵ ه طول ضلع قاعده هرم منتظم 5۸161 برابر» وطول یال جانبی آن برابر ٠‏ است. برشی از هرم 
ر رسم کنید که بریال جانبی 5€ عمود بوده و ازمیانگاه آن عبور کند. 
اگر (ه) »3 ادا ()» 3 =1 باشد آنگاه مساحت برش را محاسبه کنید. 
٩‏ ه از قطر ,۸0 وحه ۸,۸,۵ 4درمکعب ,7004 4برشی راعمود بر صفحه 860 رسم 
می‌کنيم . این برش مکعب را به دوقسمت تقسیم می‌کند . نسبت حجم های آنها را بیابید. 
۷ م یال حانبی ۸ از هرم مر بع القاعده منتظم 5 با صفحه قاعده زاویه درست می‌کند. 
زاویه بین این یال وصفحه 5 را پياپید. 
۸ و ثابت کنید » » فاصله نقط (وه زورب نوج) ولا ازصفحه » با معادله نا = ل + وه + وا + عه 
را می‌توان از طریق فرمل !کت رم محاسبه کرد. 
۹ ه مختصات رئوس قاعده هرم منتظم ٩۸6‏ به صورت زیر مفروض اند: (4- و4 5) ۰4 (2 و 
2 8)5 و (1- و9 و6)2. رس 5 هرم درصفح؛ً مختصاتی و0 قراردارد. فاصله بین خطوط 
8 و ۸6 را پياپید. 
۰ و نحط مستقیمی وجوه ۲١‏ و :1 ازیک وجه را بترتیب در نقاط 4 و 2 قطع می‌کند. این خط با 
صفحهٌ وحه :۷ زاویةُ۵/ و با صفحه وحه :۲ زاوبه 0۰7 ۱زوع۴ن می‌سازد. اند ازهٌ فرحه برابر3/ است. 
زاویه بین حط 41 ویال فرجه را بدست آورید. 
۱ در هرم جهارگوش SA BCI‏ که قاعد آن متوازی الاضلاع ,0 است برشی را ازیال 41 


۱۷۵ 


و میانگاه ۸7 یال 0 رسم کرده‌ايم . این برش هرم را به دوقسمت تقسیم کرده است نسبت حجم های 
انها را بدست اورید. 

۵۸۲ م حجم یک چهاروجهی برابر ۷ است. همه رئوس یک متوازی السطوح روی سطح چهار وجهی 
قرار دارد. سه وجه متوازی السطوح به سه وجه چهارضلعی متعلق است. بیشترین مساحت ممکنه برای 
جنین متوازی السطوحی را بدست آورید. 


راهنمایی ها وراه حل های مسائل 


فصل ۱ 


8 ۳ ۱0 cem و 5 9و‎ 3 „4cm 506۳0 ۳ ۰ 2۳ و و‎ nV 3e 


„35 ‘ng 20cm «15 CMa A 10 وم 2⁄2 نت ی اوح‎ 

mp” a+b 

+n 3 ۳ 2 

arctan (ana) 2o OL و جر‎ 

0 ج‎ V ma nî ۱ m? tn? 

سم 
۱۱ ۰ اک 5 مد 

4 4 


عبارات 2 =4 و =٩‏ 48 رادرنظر بگیرید. ساق ها وسپس نیمسازهای زوایای مثلث را برحسب » 
و 2 بیان کنید. 

۲ و با منتلور کردن <= 2۸0 CK ( CK‏ ارتفاع» 017 میانه و 8€ 4٩>‏ است)» ۸= :6۸ و 
× = ۶,۱0۸ پاره‌خا های ۸ 9 و۸۲ رابرحسب ۱+ وعابیبان کنید. تساوی 


عم 
4۸ - 8 = :۵۸1 را در نظر دتیرید. به مشال ۱۰ بخش ۳ نیز مراحعه کنید. 


7.2 meld 9emel  .VTcmel 
/ 
2 هه‎ (a —307) @ ۲۰ u ۹ 
COS ‌ 2sin (45° + | cos )5 - 3 ( e 
73 73 سس‎ 
. arCCOS د‎ 9 arccos 2 « arccos ا‎ ۳۲ . 1/2 ۳۹ 
3 و‎ 3 4 COS a 


سای 231۳-9-9 , 
3 


از متوازی الاضلاع DBEF‏ دست می‌آوریم. 
۵ )75+41( س ۹ 1:2. در مثلث 40٥‏ میانخط را رسم کنید. 


۱۷۸ 


1 721 
arctan y-6 4 arcsin garcsin ۱ تین ۰۸ ا‎ ۷ 


3 
( د 45°( ۹ 14 5 


.arcsin ج‎ e0 


۱ 85 از نقطه 11 عمودهای × ۸ » :11 و 161 را بترتیب بر اضلاع 48 » ۸6 و 86 وارد می‌کنيم . 
با در نظر گرفتن »= 2060 4 وه 4۸1 خط ۸6۸ را به عنوان عنصر مرجع به دوطریق برحسب ۶ و 
2 بیان می‌کنيم . 

cm 4eme ۸ 2‏ 6 وه قیاصه6 ۷ cm2‏ 5 ۷ 4و ده 6؛ منفرحه. 


۹ . ۰ هقائم الزاویه. AE‏ ۷/099۲ . 


„item 10و‎ 0۰3 ۷ 5cme 4 ¢ .10 cma ۳ 


۵ سس 1 lc aresin‏ 2 یز باشدء در صورت 2 > 1 > 1 حواب وجود ندارد. 
0O9 g47‏ فا 4g 4V‏ 
sın @‏ 
۵٤‏ و حالت هایی را با مثلث متساوی الاضلاع» متساوی الساقین وقائم الزاویه در نظر بگیرید. در مورد 
مثلث اختیاری گزاره مثال ۸ بخش ۲ را مورد استفاده قرار دهید. 
٠ ۵‏ دومثلث را همجون شکل ٤‏ کنار هم قرارداده و خطی بصورت 6286 رسم کنید. ازتشابه 


مثلث های ۸0۰ و 4820 استفاده کنید. 
B‏ 


شکل AA D C ۱۸٩‏ 8 
5 وزاویه‌ها را با« » 22 و »4نشان داده وبوسیله قانون سینوس ها» ضلع بزرگتر مثلث را برحسب ضلع 
کوچکتر بیان کنید. ۱ 
۷ 90*۵ 22*30 و 67*30۳ , ار تفاع» نیمساز ومیانه مثلث »0 رابترتیب با 1 ٩2‏ و 2 نشان 
دهید. با قراردادن 4= 6 و ۸= 011 از 817-1۲13 = 1111 +41 استفاده کنید. همه عناصر اين 
تساوی را برحسب ۶ وت بیان کنید. 
۸ 90*0- + 4يا90°= | 4-8 40۰و را برحسب ارتفاع ۸ وزوایای 4 و 8 بیان کنید. دو 
حالت را مورد ملاحظه قراردهید: 4 زاویه حاده‌یا 4 یک زاویه منفرجه است. 


۱۷۹ 


2 2 e۵۹ 
sin & 


. ازنقطه ٭ حطی بصورت 2/۳(۵6 رسم کنید (نقطه ٩1‏ روی 48 
ونقطه ۲ ر وی80 قرار داد). عبارت»< ۳0 = ۸۲ = ۸ 1 را منظورکنید . پاره حط 20 از مغلث ۸۲٤٥‏ 
را برحسبه» » وق وپاره‌عط E۸‏ ازمثلث 118 بیان کنید. 


VOM +m Fr V2n (F1) 0»! . a—-ض مستطيل›‎ ۱ 
. VF F2I COS 21وعه ¥331 4و‎ 0۵۸0 cm. 17cme ۳ 


sin 0 
و‎ sin & asin @ 5, T(E — 7) 
EEE خسن نس‎ 9 ۳ ٦ 
a+b COS û و‎ b+ a c08 6 2۷ 2۰ اا زبس‎ 


7 
. 270005 Tr ® ۷ 


کک س 72 
۰۸ سس 17 و شا 2 7-2 - در صورت 2> > 2 ۷؛اگر ۷2 > ۸يا ۸<2 
باشد حواب وحود نخواهد داشت . 
٩‏ هو اضلاع متوازی الاضلاع را با » و مم > اقطا رآن رابا¿ و ۸ نشان دهید. با استفاده ازفرمولی که 


اضلاع و اقطارمتوازی الاضلاع را بهم مربوط می‌سازد رابطه بین ء وه راپیدا کرده وسپس ازقانون 
کسینوس ها دو باره استفاده کنید . 

۰ وبا قرار دادن = ۸8 ۶ 8= 42 2 ثابت کنید که 8(=1+») صو؟ است. 

۰۷ هی‎ 20 )۷ a*—b* sin" بو‎ cos وب‎ sin a) ۷۱ 

برای پیدا کردن زاویه منفرجه بین ضلع کوچکتر وقطر کوجکتر از قانون سینوسها استفاده کرده و سپس 
با استفاده از قانون کسینوسها قطررا پیدا کنید. 


۲ _(p +4) (n? — m^) (pF 4°) (n? — mm?) 
FT — arccos 3p (FM) 9 arccos 2pq (n km3) ۰۷ 


اضلاع متوازی الاضلاع را با 22 و 12 و اقطار آن را با ب" و ۷« نشان دهید .از فرمولی که اقطار و اضلاع 
آن را بهم مر بوط می‌سازد استفاده‌کرده وسپس‌قانون کسینوس ها را برای بیان یکی از اقطار برحسب اضلاع 
مورد کار برد قراردهید. 


ع o,‏ مج HR‏ 3 
۳ کرد < ۶ باشد انگاه 2 5 3 و 
باشد حواب وحود نخواهد داشت. 

۰ 2 ۳۹ ۰ ۰ ۳ 4 
تساوی های ۵ = 8€ » اعد 48 و = 40 را در نظرمی‌گی ریم (شکل ۱۸۵). نیمساز 6۸6 را درمثلث 
ADC‏ رسم می‌کنيم . 4۸ و 0 از مشلث متساوی الساقین ۸61 رابرحسب ت و = 40 2 بیان 


می‌کنيم . از تشابه مثلث های 48٤٥‏ و 660 رابطه ٭ c٥5‏ 2 = کک را استنتاج می‌کنيم . با استفاده از قضیه 


۳ 
2 09 7-3 خواهد بود؛ اکر 2 یک ۾ 


مر بوط به نیمساز مثلث ۸01 رابطه ۵ =2 وم »2 = 4 را استنتاج می‌کنيم , با اضافه‌کردن شرط مسئله یعنی 


2 سب ن] 
(۸+م) =2 به روابط حاصله»عناصره» ۵ وه را ازتساوی‌ها حذف کرده ورابطه ‏ = + ووه 


را بدست می‌آوریم. 


B a سب‎ C 
/ 2 
la : 
7 شکل ۱۸۵ تست‎ 
be ab ac 9 
۸چ گے .2ے‎ 2 CMe A“ .16 cme ۹ ۲ ۷۸ 
9 مسج و‎ ۰ E lg ۰ ۱ e 15 0 
. 1.5 5 .hcot ae AY .16.9 cmg 29.4 cm (12.5 cmc 14 CMe ۲۳ 
فا‎ ۸١ سک چ) مامه‎ ۵ 
b مد د‎ 008 a 


۷ و در مثلث متساوی الاضلاع 2 خط 2 بر ۸40 عمود بوده و 0.001 = 18 است. نتیحه 
مشابهی رامی‌توان در مورد ۸۲۳ بدست آورد. 
AD? + CD3 - 241۰01۰005 D ۸‏ = 402 و ۸ .BD* = AB + AD*—2AB.AD cos‏ 


(شکل .)۱۸٩‏ این تساوی‌ها راتجمیم کرده و 4 و 2 را برحسب 48 » 60 و زوایای 4 وظ بیان 
کرده و رابطهٌ 4-70 = 4۸ +6 را بکار بگیرید. 
cC‏ 1 


شکل ۱۸۰ 
vf‏ 4 
6۸۹ از نقطه ۸٩‏ محل تلاقی اقطار ذوزنقه حطی بصورت 1۲۱۳۵2۲۱806 رسم کنید (شکل ۱۸۸). 


از نسبت‌های 842ا BE _ 4 _ EF‏ 


ےا کے ای مت کے“ M۴‏ = 884 دست مب آند . 
«EM 71 7 CD AD‏ بدست می اب 


ص 


حال ۱۸۷ 


۷ 


۱ 
. به راهنمایی مسئله قبل مراحعه کنید, 
۹۱ ۵ ۳ 40. ثابت کنید که AKB‏ و CED‏ زوابای قانمه بوده ومیانه ذوزنقه ر وی حط KE‏ قراردارد 
(به مسئله ۷٩‏ مراحعه کنید). 


2. 84۰ 
a+b 


۱۸۱ 


om e 4۲‏ 2 . پاره عط 5 را ازمشلث قائم الزاویه002 بدست آورید. 


قراردهید. ثابت کنی دکه 41 = 010 و 81 =0۷1است. 


2V5 0. 4ab 
970009 چست‎ e 18 cms9 ۷ 5 اقا دح ۷ و تسه و مه‎ 


۰۹ ۱و( شب «( sin‏ 2 

۲ از این نکته‌ها استفاده کنید که ۶۸131  (‏ .1 و1 میانگاه اضلاع متوالی جهارضلعی 
است) و ۳72 متوازی الاضلاع هستند ( 2 و 7 میانگاه اقطار چهارضلعی است). 

۳ ه از ملاحظات بکار رفته در مسئله قبل استفاده کنید. 

٩ مه خلاف آن را در نظر بگیرید: یکی اززوایای بین اقطار حاده ودیگری منفرجه است. از قضیه‎ ٤ 
بخش ۱ استفاده کنید,‎ 

۵ و قطر را رسم کرده وثابت کنید میانگاه آن روی پاره خط مفروض فراردارد. 

90° 150° g۷ 8 


۰۸ ەد معامده . تانژانت‌ های زوایای 840 » 042 » 024 و 00٥‏ را محاسبه کرده وبوسیله 
آنها تانژانت زاویه ۸ را بدست آورید. 

۹ اه arctan‏ . عبارات 37 0 ,32 = ۸9 و 22 ۲۷ 4=( 8را در نظر بگیرید, 

از مغلث 482 » 42 را برحسب 2 بیان کرده و قانون کسینوس ها را مورد استفاده قرارردهید. ثابت کنید 
که زاویه 840 منفرجه است. این زاویه را بوسیله قاتون سینوسها پیدا کنید. 

۰ تست . عبارات» 2848 E4 = 22 £40 =f»‏ 2 و 4D‏ ومد ۵ را درنظر 
بگیرید. پاره‌خط های 88 و 160 وسپس به ها و «ه) را برحسب »و م بیان کرده و 
z= 06 )0 + 8(‏ طع4 رامورد استفاده قرار دهید. 


2۷/۵۱۱۸ ۵23۵۱۱۷ 24 و3 ۱۱ هه‎ ۵ 
38 ۱ lar +13 VÎT ۰ VIR RF—F ۱۱4 
2/3 
9 . ۰ 
ر‎ | „ 22 sin a cos )8 — 2) ۳ 1 سب‎ 917 @ ۱ 
گر م > به باشد‎ + Sin Ê اقا‎ ET 


4« تشابه مثلث های ۸86 و 482 را بکاریگیرید. 

۵ ه وتر 42 را به موازات 09 رسم کرده و از 2۸ = 46 استفاده کنید. 

۹ هھ با قراردادن7 = 08 = 04» » = ۸0۸6 ے (شکل ۱۸۸) وبا استفاده ازقانون کسینوس ها 42 
از مثلث 0412 و 216 از مثلث 2011 را بیان کنید. 


۱۸ 


" شکل ۱۸۸ 


20 00 ۳۹ ۳۷ 


3 ومده شذ. ثابت کنید که 90۰ £84٥‏ است. مماس مشترک داخلی را رسم کنید. 


۷3-۸ 8-3) و (9- 3-۱7 و) گ. با قرار دادن = 0,8 قانون کسینوسها را 
در مورد 0:8 درمثلث 0:0:8 بکار بگیرید (شکا ۹۰۱ 


شکل ۱۸۹ 


b3 —((D—a) cos 2۵ ۹‏ ۷ 2 عسازت 2 0:8 را درنظر بگیرید (شکل ۰ حخعل 0P‏ را 
موازی 48 رس مکرده و در مثلث ,0:0 که در آنه = 0,0,۲ است را برحسب »» ۵ و ت بیان کنید. 


48 cms36cme FV و 105° 14„ تست‎ 36° «36° ۵ 


h‏ ا 
arccos Ves 3 1 5 cem ۹ 127 cm ۸‏ 


7 0 
Va و وم 60597 200 رد‎ 
Sin, 
btan e14۲ 


۱۸۳ 


۱:۳ هاگر2 > ۶باشد آنگاه حواب عبارت است از 


1/11 4 سب 1 17 - 4 2 1 37 مت‎ 
خواهد بود.‎ 1-2 o EE E E. 


¢ 
5 20005 5 و 5 


استفاده ازف مول ها ۴= ےم , یت sin A+ cos A— ٩ 2 r‏ 
4 ۱ وبا ده از فرمول E‏ تج و مد کسر را به شکل TY‏ 
تبدیل کنید. سپس از ۶-4( 605 +4 V (sin‏ 24 «ذه استفاده کنید. 
۵ هثابت کنید که م رکز ارتفاعی متقارن نقطه ای از دایره نسبت به ضلع مثلث است . 
٩‏ هھ نقطه × رار وی 4۸1 طوری انتخاب کنید که⁄81۷ = ۳۸ باشد وثابت کنید مثلث های 481 و 
6 برابرند. 
۷ و از گزاره مسئله قبل استفاده کنید. 
۱:۸ وشعاع دایره را Rls‏ شان داده وعبارات عحد ۸40 2 و ۵ 6 ۶ او یط ها 
استفاده از قانول سینوسها KBs AB« KC AK‏ را برحسب 1 ۰ ga‏ تیان کنتنای 
٩‏ هارتباط بین کسرهای طرف جپ تساوی و کتانژانت زوایای مثلث را بدست آورید. 
۰ هھ دایره ای بر مثلث 486 محیط کرده ونقطه ۸1 راروی وتر 48 اختیار کنید. خطوطی با شرایط 
MLAB ۸ 6‏ و 1/0186 رسم کنید. از این نکته استفاده کنید که می‌توان دایره‌هایی بر 
حهارضلعی های ۸/4۸۴ و 11281 محیط کرد. ثابت کنید که 0۳ 2 = 4۳ ے است. 
1 6 بر محیط ۸80 دایره ای محیط کرده و نیمساز 0 را امتداد دهید تا دایره را در نقطه 7 قطع 
کند . از تشابه مثلث های ۸ و 1 و ازرابطه .0 <-20-۸ استفاده کنید. 
۲ ٭ ایت کنید که 01:۲0 ے = ۸1811 ے است (شکل ۱ سپس ازتشابه مشلث های 420 و 
B1‏ (( و پای ارتفاعات است) و تشابه مثلث های 1۲11۸ و > استفاده کنید. 


۱٩۱ شکل‎ 


۳ (3 ۷ +3). از رابطه 9۶ 00۰42 استفاده کرده وقانون کسینوس ها را درمورد مشلث 
7 بکار گیرید. 
4 2 ۰۵ 120° 


هلاس 4 سل ]6 سل تم / سپ سس 1 12 / 

2 
مس‎ ۰ ۰ 12 cm ۹ 8۲0005 3-ê ۷ 
2 cme\l 222۵ وصه 6 ۵۱۱۲هت‎ 4۷35۰۵2/5 cme 1۹٦۱ 
120 م 0 30° و‎ 3 020 ۵ 2 16 ۶ 

sin Ê sin ۲ 

ات مرس وس 
TET‏ ۴(« 


1 om و‎ 13 cm «120° :30° 30° a ۹ 


cm ۵ ۰‏ م 5. نوع مثلث را تعیین کنید, 


تس . #را گرانیگاه و را محل تلاقی ۷ و 98 فرض کنید. رابطظ8۰ 1/2۰۵ را 


مورد استفاده قرار دهید. 


۰ ۱ 


۲ و 2 == ۶ + . نتبحه حاصله در مسئله قبل را منظور کرده وفرمول میانه م7 برحسب اضلاع مثلث 
را مورد استفاده قرار دهید. 
۳ هت 2و 4. از این حقیقت استفاده کنید که محیط مثلث 822 از انتخاب نقطه تماس 
مستقل است. قانون کسینوسها را در مورد مثلث 87 بکاربگیرید. 
۱۷ وه 2 8. ثابت کنید که مثلث های 060 و ۸80 متشابه ونیز 456 26 -<9است. از 
این نکته استفاده کنید که مرکز این دایره روی محل تلاقی ظ۸ وعمود مرسوم بر میانگاه ۴ قرار دارد 
و جر ع< 4 0است . 
Bbcot ۰ ۷۵‏ . از این موضوع استفاده کنید که پاره حط BH‏ ( 2 مرکز ارتفاعی مثلث است) 
محیط دایره بوده و 2016 = 27 است (به مثال ۸ بخش ۲رجوع کنید). در این رابطه 0 مرکزدایره 
محیطی مثلث ABC‏ و 0 عمود وارده از نقطه 0 بر ۸ است . 
FE GLE mca‏ 0 ۳۳770 ۲ 
JY b22 0 g۷۸ 10 2 cme 1Y‏ 4مھ SF‏ 
sin 0 8‏ 2 
e ۰‏ تومم ‏ 
4 


k 


61۸1 ا 8 ؛؟ در صورت 1ح۸ › .<t—arccos‏ 


سب یره x+B‏ 


مت وم 
۷ 2 


0ج 42 

sin 2 sin ۵‏ 7۲ 
٩ ۳‏ (0) فرض کنید که یکی از اقطار با اضلاع جهارضلعی زوایای » » 6 » ۲ و 8 درست کند. ۾ و 
ط» ‏ وو ورا برحسب شعاع دایره وزوایای »» 8« 7 و ۵ را بوسیله قانون کسینوس ها بیان کنید. 
۶ ه فرض کنید که ارتفاعات 82 » ۸۳ و 082 در نقطه 77 همدیگرراقطع کنند. بر چهارضلعی 


۱۸۵ 


۸20 دایره ای را محیط کرده وثابت کنید 0 ۵8ء طه = ۸6۰6908۰017 است. بطریق مشابه 
ثابت کنید 4 02 << ۸۳۰۸ ,2 ومه مه ت8۰ بوده وآنگاه قانون کسینوس ها را در مورد 
هریک از اضلاع »» ا وء اعمال کنید. 

۵ 8 15و 3 20, بر مثلث مفروض دایره‌ای را محیط کنید. 


۰ ۰7:8 17. قضیه فیثاغورس را در مورد مثلث 01۸6 بکار بگیر ید (شکل ۱۹۲( 
B C‏ 


شکل ۱۹۲ وت 4 
۱۸۷ وه 2وسه 2. از این موضوع استفاده کنید که محیط مثلث 4/8 از انتخاب نقطه تماس مستقل 
است . قانون کسینوسها را در مورد ۸7/5 اعمال کنید. 
۸ اگر ۷2 < ۶ باشد 7 لے اهمه خواهد بود. شماع دایره محاطی را با م 
وزاویه حاده ذوزنقه را با « نشان دهید. اضلاع ذوزنقه, قطر وسپس شعاع دایره محیطی را برحسب ۳ و2 


بیان کنید. 
۹ ۵7-3 ا 2. ثابت کنید /2 میانهمثلث 08 بوده وبنابرآن 2٥ج‏ = 27 است. 
tan o ۰ ۱۹۰‏ 30 


. ایت کنید 57 بر 48 عمود است ‏ 
tan? o‏ 36 25 17 ۳ 


و 60 Es‏ اهمدیگر راقع میکند که طرف چپ راردا (شکل ۱۱۲ ی 
را بدست آور ید . 
46 
cm e144 12 W5 cme ۳‏ 229 
2A (J-1) VO ۵‏ 


3 
ی‎ 
71 810 "3 9 هت‎ ۹ 
۰ ۲ D ۰ سس‎ © 
ِ ده‎ ( ۰ ۴ 
۱٩۳ شکل‎ 9 
4RV 3sin® سوت‎ 
2 0° ER VIF و و‎ cos 2e ۹ 


۳۹ ۳ ۱ 
3 ۲5 ۵ ۴ 7 9۵ a+ ۷ 31-5108 a) e ۱ 


۱۸۹ 


۱ b 
O.Gae 1  4Rsin" S- cos: e4 3 tan? 5 e4 


73 3 VTA Lar WS = 
aA SEES EFE oR E cm ۷ 
۵ 3 
٠ ۰:۳۰ و‎ tan “g~ tan? (3-۹ 


4 sin a cos®- g~ 

4R cos $ sin o ۱ 

۲ ه فرض کنید که دایره های محیطی مثلث های 42۸ و 82۴ درنقطه ۶ همدیگر را قطع کنند. 
بخاطر داشته باشید که 180° = D4M + £ DPM‏ £ و LMCK + LMPK=180°‏ است. 

ثابت کنید 180° = 0۳ 2 + 281۲ برقرار می‌باشد, 

۴ ه 120° . شعاع دایره محاطی را به عنوان عنصر مرجع برحسب عناصر خطی معلوم و 
2۴ = ۸08 2 از دو مثلث 0:۳2 و 0,108 بیان کنید. ۶ میانگاه 57 و 26 میانگاه ۸2 است. 


1 
Al‏ و 08 سب 01ں 1 ۷ اج اگر 3 چ << بو باشد.۵0را برحسب ۴ و چ بیان کرده و 
قانون کسینوسها را در مورد مثلث 6 (شکل ۶ ۱۹) بیان کنید. 
در این مثلث ± = 1,00 =(0 و 150 200 است. 


شکل ۱۹ 


۳۹۵ ۰( چ (1-1an‏ 2 «ع 2۳ . قانون کسینوسها رادر مورد مثلث 0401 اعما لکنید بطور یکه 
در آن 0 و0 مراکز دایره‌هاست. 
J FF +arcsin &—r—acot 1 ۳۱۹‏ 2 ۳ موم راهنمایی مسئله قبل را ملاحظه کنید. 


sin “57 


ور _ کہ 
sin 2 (b cos 3 1 4۳۶ - ۶ sin 7 2r sin 7 ۱‏ 


.کسینوس زاویه ,۵40 را پیدا کرده 


2 
سس 2 
2 3 


۱۸۷ 


وقانون کسینوسها را در مورد زاوبه 0420 اعمال کنید (0 و0 مراکز دایره‌هاست). 

V ۵6 cos a ۰:۳۸‏ 6-2 + ۵ . ازر وابط 48 ۸40 = ۸۶۰ 4 )3 کل ۱۹۵) و 0 +4 = 4 استفاده 
sin? 0‏ 2 ۱ 

کنید. 


0 


شکل ۱۹۵ 


۹ م 2 ف ے رر و 9 م ے بر . ازرابطة 00۰02 00۶ استفاده کنید. 
b sin 0 1‏ 


قانون سینوسها و کسینوسها را درمورد مثلث های 080 , 0120 و 022 اعمال کنید. 
YY‏ ۰0*۵ 3260 ۶ هو (b) 3cm; )0( 12 cm*‏ رکه 9 (a)‏ 


4 D M P 


EY (+ (۹ 4 cme ۵ 


۸ 4(8- ۵و) e3‏ 2 هاگ ۷/2 > و > 1باشد. 


m sin ۵ )۷ 22-۳2 50۶ B+ m cos §) e ۰ m2 cos" سک‎ cot هو‎ ۹ 
2 ۷ 3 eos ه‎ + sin ao oY sin (u —fÊ) ور‎ ۳1 
sin 0 2 cos « sin Ê 

tan ا‎ sin ۵ sin ¥ tan LL 

i REE رم(‎ err 
sin (a 7) ۳) 3 sin (TF tan 9 
2 

و اند ۱۲۳۵ 9 


ی مثلث را برحسب 7 وزوایای ۰۸ 8 وت (با TOT‏ 
ثابت کنید ت > 5 sin B sin‏ 4 طذداست . 

N ۳۳‏ 1 ہم = کر , 
۰۳3۸ 

. عبارات ±= 8۶ ۷ع< هه را منظور کرده و ازتساوی های* ۱ لت ) یب ےو کے نگ 
استماده کی 

۹ ۶و5 ۷+ و۲۷5 +5 ۷) راهنمایی مسئله قبل را ملاحظه کنید. 


۱۸۸ 


4 0 . نی مثلث راتعیین کنید . 
۱ *ت۰7 200. فرض کنید که 4۸ O‏ ارتفاع مثلث 48€ 


باشد. از e‏ 42 و 886 تساوی چگ ے2 و ازتشابه مثلث‌های 4۸8 و 206 


5 
:۳ شوه بدا رابطه ج و مرک + SpeFr=SmpE+SmMEF‏ را بکار گرفته و 9و5 را 
برحسب * ۸۰و ۴ وسینوس زوایای مشلث 480 بیان کننید. سپس سینوس زوایای مثلث 486 
را برحسب مساحت و اضلاع آن بیان کنید. 

e ۳‏ ۰09 6 ۰05 ۰ 005 2 . ازتشابه مثلث های 480 و 27 (به مثال ۱بخش ۳رجوع کنید) 

رابطۀ 058 = ۴2 را استنتاج کرده وبطریق مشابه 1 رابدست آورید. رابطۂ 

۸ = 2۸8 = 2۸88-2۸ (به مشال ۳ بخش ۱مراحعه کنید) را بکار گرفته وزاویه 

8 را برحسب زاویه 840 . بیان کنید. 

یر . عبارات ۸69 و 2 806.را در نظربگیرید. با اعمال قانون کسینوسها در مورد 

ملث های 486 » 402 و 802 دستگاه زیر حاصل می‌شود: و ے دوب 

۵ ۵ 3. به راهنمایی مسئله قبل رجوع کنید. 

cme ۲‏ . به مثال ۵ بخش 4 مراجعه کنید. 

۷ ۶۵ 210. فرض کنید که 4€ 1 22 (۵ع» 02-۹0 2 ارتفاع مثلث ۸86 و 888 د OK‏ 

است. از مشلث 812 درمی‌يابي مکه هه 20= 7است. آنگاه در مشلث 08 » ده 31-10 و 
3 ے = 2087 می‌باشد. از این مثلث شعاع دایره وسپس 4۲ » ۸6 را پیدا می‌کنيم . با استفاده از 
فرمول 80 = 0۰۸9 مقدار 0 را بدست می‌اوریم . 


48cm? وه‎ ۷۲ 135 cm" e ۵۱ : 02.0۵ ۰ ات‎ ۳۲:۹ 


126 6۳2۵ ۲ ۵۵ 147 cme ۲ ۵ 4 ae a 


25 V cme ۹ 168cm®* e ۸ 336cm*e ۲۵۷ ۰ A“ 


2R? sin 2« sin a e ۲ ج‎ (a*—b®) tan e ۲۱ 150 cme ۰ 
HO 4 sin et cos ئ‎ 
“g~ sin 8 cos (—y) e ۲۶6 ه‎ ۳ 


7 sin 2 sin Ê 
. رارسم کرده و نقطه۸.را بر نقطه 23 منطبق کنید‎ BH ه ارتفاع‎ ۲۵ 
گرا بکار بگیرید,‎ e و (6+۵). ثابت کنید که 502 508 است,رابطه سک مد کے‎ ۹ 


cme ۷‏ مر ی ای تاه هی مک جهارتا این قسمتها مثلث 


۸۹ 


است. مساحت هریک از مثلث ها را با ء نشان داده وثابت کنید مساحت هرجهارضلعی مجاور به 
ضلع لوزی برابرع3 است. مساحت مثلث 48۷ را برحسب مساحت لوزی بیان کنید. 
e 8ab V ab 0 ۰۵ ۸‏ ۳رجوع کنید. 
a+b.‏ 5 
۲۹۹ ۳ 70 .از تساوی چگ 0ے E‏ 02 استفاده کنید. 
co‏ 
cm® e ۳۷۰‏ 40 از و 7بترتیب نقاط تماس دایره با AD‏ و .41 است). 
تساوی 010۰19 = ۶ را بکار گرفته پاره‌حط های 2 »> 08 و را برحسب ‏ بیان کنید, 
cm” e ۱‏ 20 و0۳32 40.4 عبارات ±= 48 , 0-2 وه = ۸817 2 را منظو رکنید. قانون 
۳۳7 
4 = 2و6 + به 08 را بکار گیرید, 
۲ و 208 + کی . ۳ (V2—1)s ۶ 926 cm" e‏ تمد 
(V3 + 1)eme ۹ 3 0 ۳۷۵‏ ۰۲۷۸۷ (3-9 ۷ هس ۳۷۸ وت 
e.6 ۹‏ 11, عبارات 2 = CK = 3y BK = Y (AF = 22 «(BF‏ را A E‏ 
BEF‏ و ۸806 رامقایسه کنید. 


(3V3 — (۷۱ 1 8 ۰‏ 2 ار 
سب و 2ط 2ن2 
TET (b) +6 + ®) e (a—b*) arccos 7. A۳‏ 


۲6 :(-5 ۷ 3( كت ۵ یگ 


۲۱ ۵ (۵) (:-3 ۷ 2) (3 ۷ 4- چ + (b)‏ (« — 4( (2 ۷ 2- )۶ ؛ +(0) (م- 2۳95 


۷ و( «زه + (a‏ 39 2۳۸۸ اف ۲۸۹ ۰( ۷3+5) 10 
gra ۰‏ +304 3۷-) 
27 


۲ ه ثاب تکنید که 80 ۰ 1٥‏ = 60۶ است. 
(B—sin Ê cos (2 + e4۳‏ 8 امن سل . از این نکته استفاده کنید که دایره از نقطه 6 می‌گذرد . 
o 0 1 2‏ 

۰ رج س و سل ی (cot‏ سپست؛ دراین رابطه کش = م است . مساحت شکل «ستاره‌ای» 
عبارت ی ی ری با رئوس واقع پر مراکز دایره‌ها ومساحت « تا قطاع است . 

ار 0 0098 na‏ 1 ۳ 
٠4۵‏ 30 3 2 و+یه اه ] 201-5022 . دراین رابطه ےہ ے رم است , 
به راهنمایی مسئله قبل مراجعه کنید 
cm. e ۱‏ 75 


2ab cos ج‎ 
ab sin Y (b) رش مگ /1 2 ۳ (2) . ؛‎ 
¢ a+b 


7۶ a sin a + 20 605 o, سب‎ 201 ۰:۳۰ 


2 2 سس‎ 
e a E 17/ پر‎ ۰۵ 4 sin & 
Vieng 4200۳۰۸ ZS sina sin f si ۲ 


RAS 2 cm 6۳*4‏ 
۰ مھ عبارات += و 4+24 = را در نظرگرفته ومساحت 8 را برحسب ۾ و بیان کنید. فرمول 
هرورا بکار گرفته وسپس فرمول های اگ = ۸ وسک عم را مورد استفاده قراردهید. 


)< رن که ارت وه ره پا ط» په قسمت های ۸ وا(‎ ر٠‎ ۳۹١ 


b 
سرد وس مس کے ے راخواهیم داشت ۰ از این‎ khe تقسیم شود . آنگاه 4(8 + ) شب سب‎ 


دستگاه ۶ را پیابید, 

۲ هه 14.4 . تشابه مخلث 4۴2 و 6526 را بکار بگیرید. × نقطه تلاقی ۸۸7 و 6 است. 
۳ سه 4.5. به مثال ۱۱ بخش ۳ مراحعه کنید. 

6 ۱ ۰۲۵ 24, به مثال ۱۱ بخش ۳مراحعه کنید. 

۵ و ده 4. مثال ٤‏ بخش )را ملاحظه کنید. 


درم اک تاد . عباراتت = 46و 48۷ را درنظربگیرید, مساحت مثلث 486 را 


که 
برحسب :و لا بیان کنید . ثابت کنید چ سح آیست . 
cme ۷‏ 5 . شعاع دایره محیطی را بدست آورده و گزاره حاصل از مثال ۸ بخش ۲را ملاحظه 
com e ۸‏ س رات . ات کنید که 4:13:15 = 0:6:ه است. 
عبارات 4 عم 4182 ده وچ15 = ء را منظور کنید. 
۸ 

3+ چ 2cos‏ ت 
TIT‏ . با معرفی پارامتر کمکی 409 آنگاه3۵ = 80 خواهد بود. 

1+6 cos سل‎ 


3 ۱ 
روش مساحت ها را بصورت 5:08 + رن ی 5 ع وریو ٩‏ + دور 5 بکار بگیر ید 


e‏ ۷ )سل 2 , مثال ۱۳ بخش ٤‏ را ملاحظه کنید. 
۱ ش.ه مثال ۱۳ بخش 4 مراجعه کند. 

۳ هو مثلث های :۸8:0 و ۲0۸ نسبت به نقطه 1 متقارن هستند . 
وخ وت وق وی . آنگاه مثلث را 
می‌توان با اضلاع 6 9 و2 رسم کرد . طول میانه در محدوده : دیف 


c2 


۱ در آن ۸ طول میانه مفروض است. 


۱۹۱ 


۵ مه ابت کنید که نقطه تلاقی مثلث مرکز تقارن است که مثلث 6 را به مثلث رسم شده انتقال 
مي دهد . 

٩‏ هھ تقارن نسبت به نقطه۶ را مورد ملاحظه قراردهید. 

۷ ه از این موضوع استفاده کنید که نقطه تلاقی اقطار متوازی الاضلاع م رکز تقارن آن است. 

۸ از مرکز تقارن متوازی الاضلاع خط مستقیمی عبور دهید. 

۹ از این نکات استفاده کنید که مرکز دایره مرکز تقارن آن بوده و حطوط متناظر در تقارن مرکزی 
موازی هستند. 

۰ همرکز دایره مرکز تقارن شش ضلعی محیطی است. 

۱ ه ثابت کنید که نقطه 0 محل تلاقی اقطار 1 و .مرک تقارن شش ضلعی ‏ 57 800 ۸ 
است. از این گذشته S04 = SADE” SACOE = 330285۵0 = SA0AF‏ است. 
باتجمیع این تساوي ها به رابطة SaacE = ZS ABCDEF‏ می‌رسیم . 

۲ هو فرض کنید که نقطه ۸ متقارن نقطه 4 نست 
به نقطه 1۲ باشد (شکل ۱۹۰). 

آنگاه زاویه "8۸4 معلوم بوده (16 نقطه تلاقی خطوط ۶ و 
و .1. است) ومقدار آن برابر» ‏ 180 خواهد بود. 

این مسئله دارای دو جواب است. 


شکل ۱۹۱ 
۳ وه حط مطلوب« از نقاطی عبور می‌کند که نسبت به نقطه 11 متقارن بوده وبه اضلاع زاو یه ABC‏ 
تعلق دارند. برای اثبات این گزاره نشان دهید که مساحت مثلث ایجاد شده در اثر برش خط 1 که 
محتوی نقطه ۸6 است وبا حط ۰ متفاوت است از مساحت مثلث حاصله بوسیله حط : بزرگتر است . 
6 ه از تقارنی استفاده کنید که مرکز آن بر مرکز دایره منطبق است. 
۰۳۳۵ میانگاه ضلع 0 (نقطه ۱8) مرک ز تقارن متوازی الاضلاع 260۲ است (شکل ۱۹۷). 
بنابراین تبدیلی که ء. را به و انتقال می‌دهد تقارنی نسبت به يا تبدیل متجانس:13با نسبت تجانس 
1- = ومرکز ۸6 است. بدلیل 42 = 24.۴۶ = 1 است. درنتیجه تبدیلی که را به 2 انتقال 
می‌دهد عبارت ازتبدیل: با مرکز 5 درنقطه تلاقی 2۲ و 44 ونسبت23 = ااست. ترکیب این 
تبدیلات متجانس یعنی ,18,۰18 عبارت از تبدیل متجانس ومعین 1 با نسبت تجانس 2= وا = ۾ 


است. مرکز این تجانس را بدست می‌آوریم , 
بدلیل!۱ =( 4( گه 4 = )4( )M( =H )1( ۰ ۵ = HF‏ 1 است. درنتیحه 20% = 27 


خواهد بود . این امر بدین معنی است‌که 0.مرکز تلاقی میانه‌های مثلث 480 است. بدین ترتیب 2 جد ۾ 
تبدیلی با مرکز واقع بر محل تلاقی میانه های مثلث 4806 ونسبت 2-2 است. 


۵۰۹ (۵) فرض کنید 2 متوازی الاضلاع مطلوب محاط در چهارضلعی 746۷ 0.۰ مرکز 
تقارن متوازی الاضلاع و نقاط 8 و ۵ بترتیب به ۸4۸۷ و 61 متعلق باشند (شکل ۱۹۸). 


بدلیل 8 = (4) ج1 و6 = (0) ج ۲ نقطه 0 محل تلاقی 141 وتصویر 8 است. 


۷ با در نظر گرفتن» = 6 وف = 6 آنگاه طبق فرض 9 << » خواهد بود. روش اول. نقطه 2 
متقارن نقطه 6 را نسبت به نقطه 1 (میانگاه ضلع 48 ) مشخص کرده و نقطه2 را به‌رآس ۸ وصل 
می‌کنيم (شکل ۱۹۹). مثلث 42۸11 با مرک ز تقارن 17 متقارن مثلث 8011 است. درنتیسحه 
۾ = 4D = BC‏ و =1 2801-241 خواهد بود. بدین ترتیب در مشلث 46 حاصله که محتوی 
زوایای » و 8 است اضلاع متقابل به این زوایا یعنی اضلاع 42 و 40 بترتیب برابره و ط خواهند بود. 
طبق فرض 8 < ء وق < »است. روش دوم. میانگاه 8 مربوط به‌ضلع 46 را به نقطه ٩1‏ وصل کرده و 
مثلث 62 را بدست آورید. اضلاع آن بصورت 5 =2 وج = 6 است. زوایای مثلث 681 که 
متقابل به این اضلاع هستند بترتیب برابر» و 8 است. این امرمی‌تواند به آسانی با استفاده از میانخط 
مثلث ثابت شود . C‏ ۱ 
میحر له 
۱ و 
شکل ۱۹۹ لح 

۵(۸) یک رس روی محور تقارن ودورأس را در حارج آن اختیار کرده ورئوس متقارن آنها را 
رسم کنید . (ظ) پنج ضلعی ای که دارای دو محورتقارن باشد منتظم خواهد بود. 
۹ از محور تقارن استفاده کرده وخطی را به خط دیگر انتقال دهید 


۱۹۳ 


۰ هو ازتقارد نسبت به نیمسازرزاویه مقابل به ضلع معین استفاده کنید . 
۱ بعد از استفاده از تقارن نسبت به عمود منصف وارد برضلم سوم مسئله به رسم مثلثی با دوضلع و 
زاویه بین تحویل می‌یابد . 
1 
۳ شکل ۲۰۰ را ملاحظه کنید B‏ 


شکل ۲۰۰ 5 


٤ه‏ اثبات مسئله را می‌توان ازطریق تناقض انجام داد. اگر خط مستقیمی محتوی قطری ازپنج 
ضلعی نقش محورتقارن را ایفاء کند آنگاه فقط وفقط دورأس پنج ضلعی روی این محور واقع خواهد 
شد. سه رس مانده بایستی روی هریک از نیم صفحات با مرز 1 پخش شوند. ولی برای سه رآس چنین 
امکانی وجود ندارد . درنتیجه چنین پنج ضلعی ای وجود نخواهد داشت . 

۵ ه حل این مسئله مشابه حل مسئله قبلی است. 

۱ و متلدٌ کمکی رسم کنید که دوضلع وزاویه بین آنها معلوم بوده و از تقارن نسبت به عمود‎ ٩ 
منصف ضلع سوم استفاده کنید.‎ 

۷ و راهنمایی مسئله قبل را ملاحظه کنید, 

۸ (3) یک قطریکی ازدایره‌ها وقطر دایره دیگر را که متعامد بر آن است رسم کنید. (۲) قطر 
8 را از دایره کوچکتر امتداد دهید تا دایره بزرگتر را در نقطه 6 قطع کند. محورتقارن پاره‌خط های 
0 و 8€ رارسم می‌کنيم . 

۹ ترکیب تقارن‌هسای مسحوری 5 ۰ م5 هک تقارنی بامسجور 1 بوده و 
4 = (4) م8 و5 5۶ است. درنتيجه 4 = (4) 51 بوده‌و 4 به 1 متعلق خواهد بود. حط 1 را 
رسم کرده و ( ,24 = ٩(‏ .P)ے.‏ رامنظور کنید. هر نقطۂ حط .1 می‌تواند نقش.4 را ایفاء کند. 

۰ ه ازمرکز دایره سه حط متعامد بر خطوط مفروض رسم کنید. از نتیجه مسئله قبل استفاده کنید. 
۵۱ فرض کنید که خط ‏ 2 خط 60. را درنقطه 7 قطع کرده و" انتهای قطری باشد که سردیگر 
آن 6 است (شکل ۲۰۱). 

نیمخط های 017 و 00 نسبت به 6.1 متقارن هستند. 
روابط زیررا داریم, 

00:0 1 ع‎ 0:06 ۲:00 = 21609 C:2R=cos 0 


۱۹ 


۲ هاگره </4,0۸ = 7,0۲ = ۵8 وا = 90باشد 

آنگاه بدلیل 0 = (0)مو ۸ = (4) ۰٩‏ و3 هوک ۰ مک ۰ ,5 = 6 یک حرکت همانند خواهد بود. 
درنتیحه ٩,‏ ه م3 = و3 ه وگ پا (7 )2۶ ( 26۵۰ خواهد بود. 

۳ ترکیب م5 د و5 3,۰ 5۰ = 8 را مورد ملاحظه قراردهید که دران" »9 ۲ و 1 حطوط 
محتوی نیمسازهای زوایای جهارضلعی است. بدلیل 40 = (ظ4) 5و 0-(0) 8 ۵ یک انتقال 
همانند محسوب می‌شود. :3 ٥‏ ,5 = و3 د ہگ بوده واز اینرو ٩‏ ,ا)ع = ( ,م)ے راداريم. 
درنتیجه 180° = 4-2۸8 2009 (شکل ۲۰۲) خواهد بود. 


۳ 
E ۲۰۲ شکل‎ 


۳۵۹ هھ قاعده‌های ذوزنقه رابا »8 و40 ومحورتقارن رابا | نشان می‌دهيم. آنگاه 2 = (4) ,5 
€ = (8) 81ء =D‏ (48) 8 خواهد بود. از اینرو 90 = (48) وگو 08 = (40) رک راداریم. 
ولی نقطه تلاقی خط مستقیم وتصویرآن نسبت به تقارن محوری به محورتقارن تعلق د ارد .درنتیجه نقطه 
تلاقی خطوط 48 و0٥0‏ به 1 ونقطه تلاقی پاره‌ خط های6 و ۸6 نیزبه 1 تعلق خواهد داشت. 

۷ نقطه 0 را مرکز دایره, 48 و 02 را وترهای موازی از این دايره, ۸ را میانگاه وتر 48 و ۷ را 
میانگاه وتر 69 در نظر بگیرید. بدلیل 08= 40و ۸0-۸08 4 06 محور تقارن نقاط 4 و 8 بوده و از 
اینجا نتیحه می‌شود که 1.42 .0 است. بطریق مشابه 0:۷ محورتقارن نقاط € و9 بوده و 109 02 
خواهد بود . با منظور کردنظ || 48 0۷ | 0.1 حاصل شده و بناب رآ0۷ = 4 0خواهد بود. 

۸ 0۵ را مرکز دایره ,۸ و,0 را مرکز دایره‌های ۴ و 7 فرض می‌کنيم . دایره‌های ۴و۴ همدیگ را 

در ن اط 4 8 و دایره‌های ,ووم در نقاط 6 و همدیگر را قطع می‌کنند. آنگاه ,00 که دایره‌های 
و و و ۶ راقطم می‌کند محورتقارن شکل خواهد بود . 


۹ هھ نقطه ۸4 را نقطه مشترک دایره های ,۵ و وهو وه فرض می‌کنيم . نقاط ۸ 2 و 6 دومین نماط 
تقاطع دایره‌های وه و وه و وه ورص» ,۵ و وه است . ترکیب سه تقارن محوری یعنی ٩:4‏ ۰ 5۸8 و 
6 راکه تقارنی با محور ۸٤0:‏ است مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . 0 مرکز دایره وه است. اگر نقطه ۲ 
انتهای قطری از دایره یه باشد که سر دیگر آن نقطه 18 است آنگاه0 = (۳)ربری 7 (0) مرک و 
=P‏ ()ویرک و۸۵ = 28۸ = 08و08 = 80 خواهد بود. درنتیحه 48 › 8€ و 6۸ 
میانخط های مثلث ۶۹۸ بوده و بنابراین دایره محیطی مثلث 0 دارای همان شعاع دایره محیطی 
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مثلث 048 خواهد بود. 

۰ و حل مسئله ۳۵۹ را ملاحظه کنید. 

۱ هو نقطه مفروض را با 4.» خط مفروض رابا ! نشان می‌دهیم. رابطة 4011 را در نظر می‌گیریم . 
به آسانی می‌توان دریافت که مکان هندسی مطلوب ۴ نسبت به خط 40 متقارن بوده و بنابراین کافی 
است که فقط نیمصفحه واقع درطرف راست 40 را مورد ملاحظه قرار دهیم . بدیهی است که نقطه 
1( به 40 تعلق دارد) با شرط20 = × 4به مکان هندسی 7 متعلق خواهد بود. از نقطه ‏ خط را 
به موازات حط 1 رسم می‌کنيم . 7 را مرکز مثلث متساوی الاضلاع 460 وبالای خط « ظ4 را 
ارتفاع مثلث ۸80 در نظرمی‌گيريم. بدلیل اينکه 8 40 و 428 زوایای قائمه هستند از اینرونقاط 0 
و روی دایره‌ای با قطر 48 واقع شده وبدین ترتیب*60 = 80 4ے = 2.40 خواهد بود . مثلث های 
2 و۸ 4 متشابه بوده و از این ر و60°< ۸K11‏ 4ے است. اگر نقطه۷ زیر خط « واقع باشد آنگاه 
بطر یق مشابه*120 ۲0 4ے حواهد بود. عکس این امر نیز درست است: هر نقطه ای مانند ۸6 با شرط 
اینکه ۲۸ 4 یا مساوی *80 ویا مساوی 120 است به مکان هندسی ۴ تعلق دارد. سرانجام مکان 
هندسی ۴. دو خط مستقیم مار بر نقطه ۸ را نشان می‌دهد که با خط 40 زوایای*60 و *120وبا خط 1 
زوایای*30 و1500 می‌سازند. 

۲ 4 را نقطه مفروض ‏ 1 را خط مفروض "4 را متقارن نقطه 4 حول حط 1 ودرا خط مار بر نقطه 
"به موازات 1 در نظر بگیرید. به آسانی دریافت می‌شو دکه‌مکان‌هندسی۶ نسبت به خط ۸۸٩‏ متقارن 
بوده و از اینروفقط نيم صفح واقع در طرف راست"44 را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . فرض می‌کنيم که 
6 نقطه‌ای از مکان هندسی 7 بوده و در بالای خط ۰ واقع باشد همین تصورمیکتیم که 9 آس س دوم 
مثلث 48٥‏ است آنگاه داپره‌ای باشعاع 48 ومرکز 8 ازنقاط 4 ی . ازا اینرونتیجه 
می‌شود که*230 244۰0 است. و اگر نقطه 6 زیر حط « واقع باشد آنگاه ۸۰-150 : ے خواهد بود . 

همجنین بدیهی است که فقط یک نقطه4 وجود دارد که به مکان ۴ روی خط « متعاقي است . بدین 
ترتیب نقاط مکان هندسی ۴ که درنیم صفحه راست 4 4 قرار دارند روی دونیم حط ا از نقطه 4 
واقع بوده وبا "4.4 زوایای*30 و1500 می‌سازند. ثابت کنید که این زوج نیم خط ها واقع در نصفه‌طرف 
راست محموعة نقاط ۶ است. سرانجام مکان هندسی ۴ دو خط مستقیم را ارائه می‌دهد که از نقطه" 4 
با زوایای 30° و150 با خط"4.4. وبا زوایای 600 و4200 با خط مفروض 1 عبور می‌کنند. 

۳ هو نقطه ۸1 متناظر به نقطه ۸1 را بعد از دوران حول 0 به اندازُ*90رسم کنید. فاصله نقطهم تا 1۲2۷ 
برابر نصف طول ضلع مربع است . 

۶ م تصویریکی از دایره‌ها را بعد از دوران حول نقطه0 به انداز۵0 رسم کنید. نقطه تلاقی دایره 
دوم ودایره رسم شده رأس دوم مثلث مطلوب خواهد بود . 

۵ و وتر مفروض مسئله را رسم کنید. دایره هم مرکز با دایره مفروض را که از نقطه مفروض نیز 
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می‌گذرد رسم کنید. 

۰ هو دوران حول مرکز مثلث به اندازه 120° نقطه ۱۲ .را به » نقطه ٩‏ رابه‌ه ونقطه ۴ را به 6 انتقال 
می‌دهد. چنین داریم: اگ -10:۷. 

۷ ه دوران حول مرکزمربع به اندازه*90 نقطه ظ رابه۵ » 0 رابه ۸» ۸ را به 8 و ک رابه ‏ انتقال 
می‌دهد؛ 10 2۷ ا = م 

باه ADE‏ و 4 را می‌توان بدو طریق حدا کرد a‏ 
نمی‌شود. در حالت دیگر دایره ای وحود دارد که از نقاط 8 D(C.‏ و 2 می‌گذرد (مرکز این دایره روی 
محور تقارن 1 پروانه 86 24 . فراردارد). 

۱ ه فرض کنید که 0 نقطه تلاقی اقطار 6 4 و 82 مربع ۸800 » و۸6 و .1 قطعات خطوط 
مفروض e E‏ ۴ و ا بترتیب به اضلاع 48 » €2 » 8€ و 
4 مربع تعلق دارند) . آنگاه ۸ < (48) "7 خواهد بود . تصو پر نقطه 1 عبارت از نقطة' 16 از حط 
2 خواهد بود» بطوریکه*90-/20. یعنی این نقطه همان .1 خواهد بود. بطریق مشابه 
£=( ¥) "۴3 بوده ودرنتیجه 1× - (1//۷) 7۳ و ۸61۷6۲ درمی‌آید, 

۲ هو برای اثبات تساوی پاره عط ها لازم است حرکتی پیدا شود که در آن یکی از پاره خط ها به 
دیگری انتقال می‌یابد. از آنجا که زاویه بین خطوط محتوی پاره حط های مطروحه برابر"۵0 است از 
اینرودوران حول نقطه 0 را مورد ملاحظه قرار می‌دهيم. از آنجا که دوران حول نقطه 0 به اندازه 120° 
مثلث را به خودش انتقال می‌دهد از اینرومناسب است که دوران حول 0 به اندازه*120 را مورد ملاحظه : 
قرار دهیم. در این دوران نقطه اء به 8 » 8 په 60 6 به 4 48 به 8€ › 8€ به 04۸ و 6۵ به AB‏ 
انتقال می‌یابد. نقطه 4 که به 46 متعلق است به نقطه ۸6 انتقال می‌یابد که به 48 متعلق است. 
(شکل ۳) نقطه # متعلق به 48 به نقطه .ار متعلق به .80 انتقال پیدا می‌کند (120°= 606 عو 
2-0۴ 2۶0۸۷ ). درنتیحه £۴ نیز به ۸71.منتقل می‌شود. از این و۷ 4= 8۴ درمی‌آید, 


شکل ۲۰۳ 


4 


۴ه فرض کنید که ٨۸1‏ مشلث مطلوب باشد (شکل ۲۰4). آنگاه نقاط × و از نقطه ظ 
هم فاصله خواهند بود. آنها بترتیب به خطوط » و ۵ متعلق بوده و از نقطه ۶ با زاویه*60 دیده‌می‌شوند. از 
آنحا که نقطه 1 تصویر نقطه 1 به هنگام دوران حول ۶ به اندازه*60 است از اینرو این نقطه به تصویر 
خط ۾ در دوران مز بور متعلق خواهد بود (یعنی نقطه 1 » نقطه مشت رک خط () ۸° = »و حط ن است). 


۱۹۷۲ 
نقطه ‏ پیش تصویر نقطه ۲. است. اگر(ه) "۸8 = باشد آنگاه مسئله دارای بینهایت حواب خواهد 


بود. در بقیه حبالت ها مسئله دوجواب بیشتر ندارد زیرا حط و با حط "ه ونیز با حط (0)** 13 .<"هازیک 
نقطه بیشتر, نقطه مشترک ندارد . 


شکل ۲۰۶ 


٤‏ مه تعامد دو خط وقتی ثابت می‌شودکه یکی از آنها در دوران به اندازۂ زاو به*0ور وی‌دیگری‌انتقال 
یابد. در تعزیه وتحلیل شرایط مسئله توحه داشته باشید که نقاط 7 و 2 از نقطه 4 هم فاصله بوده و 
24-00 است. بطریق. مشابه۳ 4 = 6 290*9۸ ۴ 26۸ است. از اینرو دوران به اندازۀ زاویه 
۳ در جهت عقر به های ساعت حول نقطه 4 نقطه ۸6 را به نقطه 8 ونقطه 6 را به نقطهع انتقال می‌دهد . 
۷۵ هو دوران صفحه به اندازهة زاو یه*90 و حول نقطه 11 را مورد ملاحظه قرار د هید . 

٠۹‏ ترکیب دودوران ۸ و ۸ رامورد ملاحظه قراردهید. انتقال 1 رادرنظر بگیرید که 
در آن نقطه 2. به ۴ منتقل می‌شود و 4= 2است. ولی5 2-4 2٨ے‏ بوده و از اینروزاویه مطلوب 


برابر 45 خواهد بود . 

۸و فرض کنید که2 = (8) چ 7و2 میانگاه پارەخط 4 است. ازنقاط هو ٥‏ و 2 
خطوطی به مواژات 8۳ رسم کنید. 

۹ رابطه 42 ۱ 86 را در نظربگیرید. تصویر قطر 6 4. را در انتقال ج7 مورد ملاحظه قرار 
دهید . 


۰ و رابطه 42 86 را فرض کرده وتصاویریارهعط های 8 ۸4 و 60 رادرانتقال‌های جرا و 


8 M C 
4 N DPD 


1 مورد ملانحظه قرار دهید. ثابت کنید که نیمساززاویه مثلث حاصله در همان حال میانه نیز هست 
(شکل ۲۰۵). 

۱ انتقال 1 اذز ر گر ند . نقطه 1 متناظر به نقطه ۸ رارسم کرده ودرمياييم که: 
CL‏ | 6 1161-90۸ ع. درنتیحه*290< 0 4 خواهد بود. 

۴ ه یکی از اضلاع جانبی ذوزنقه را به داخل آذ انتقال دهید. ۱ 

۴ و توحه داشته باشید که مجموع فواصل رئوس متقابل متوازی الاضلاع 60 از هر حط 
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مستقیمی برابر است» زیرا این مجموع ها مساوی دو برابر فاصله نقطه تلاقی اقطار متوازی الاضلاع از 
خط مز بور می‌باشد. 

۶ دایره کمکی رسم کنید که مساوی دایره مفروض ومماس بر آن بوده و از نقطه 1٤‏ بگذرد (شکل 
.)۲۰٦‏ به تساوی‌های 00,52۸ و ,170 توحه کنید. 


شکل ۲۰۰ با 


۷ 
۹ ۸9 و 26 را قاعده‌های ذوزنقه 802 4.› 4 را میانگاه پاره‌خط 86 و را میانگاه پاره حط 
n» e. 0 2 e.‏ ۰ ۰ * 5 : 
AD‏ در نظر بگیرید. در انتقال و نمطه 8 به تقطه 1 و نقطه 4 به نقطه 4 منتفل می‌شود . 
5 ۳ ۳ ۰ = 
در انتقال 1 نقطه » به نقطه ۸4 و نقطه 9 به نقطه, 2 منتقل می‌گردد . انگاه‌داریم: 
AV = AN — AA = AN — BM (1)‏ 
ND, = ND - DD = ND — MC 3)‏ 
بااتجمیع تساوی های (4) و (2) به 80 — AN +4 ND, = AN + ND — (BJÎ + MC) = 4D‏ 
وصول می‌یابیم . ولی 42 = ,۷ + ر4 بوده و ازایترو (3) 80 - 4 = 421 حاصل 
می‌شود . بدلیل ND:‏ = ۵۷ ۸۷ میانه مثلث فانم الزاویه (4:۸/0است. 


یت ZAN‏ = ۷ خواهد بود. با در نظر گرفتن تساوی (3) درمی‌یابیم که: 


MN 4D ج‎ (AD — BC) 
و‎ BD=20cm «4C =13 cm هروس ذوزنشه راباش 8. 6 و ط نشانمیدهيم‎ ۷ 
س کے‎ 
و مورک خواهد بود که دران ۸ ارتفاع ذوزنقه است.‎ + BC) h آنکه‎ .)۸+ BC=21 cm 
را مورد ملاحظه قرار دهید.‎ T> انتقال‎ 
این انتقال نقطه 8 را به نقطه 6 » ونقطه 2 را به نقطه 2۳ منتقل می‌سازد. مساحت مثلث "402 برابر‎ 
ول است.‎ = 4D + DD' = 4D + BC بوده و‎ AD’ 
و اگر مراکز دایره‌های مفروض را باه وه نشان دهیم آنگاه انتقال جر دایره با مرکز ,0را به‎ ۸ 
17g 
دایره‌ای با مرکز »0 منتقل می‌سازد. در این انتقال نقطه 4 به نقطه 6 ونقطه 8 به نقطه 2 می‌ر ود.‎ 
درنتیحه ۵ = و0,0 = 88 = 40 خواهد بود.‎ 
رسم شده باشد (شکل ۲۰۷). انتقال جو7 را‎ ۸48٥02 ه فرض کنید که جهارضلعی مطلوب‎ ۹ 
انجام می‌دهیم . دراین حالت از نقطه ۷ سه پاره خط‎ CB روی ضلع 24 و انتقال راروی ضلع‎ 
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41 ۷ و۷8 ناشی می‌شود که طول آنها معلوم است. به آسانی می‌توان نشان داد که 16 میانگاه 
پاره حط 4,8 است. در حقیقت طول پاره‌خط های,۸4 ۸ و8 8برابر 0 بوده واین پاره‌خط های 
موازی 2٥.‏ هستند. بدین ترتیب جهارضلعی 7 ,۸4 متوازی الاضلاع خواهد بود. نقطه ۸6 میانگاه قطر 
48 بوده و از اینرو 1 به قطرر 8 4متعلق بوده و میانگاه آ ان محسوب می‌شود . بدین ترتیب در مثلث, ۸:8 
اضلاع ,۸۷4 »,۷ ومیانه محصور بین آنها معلوم هستند. برای رسم این مخلث نقطه۷ را که متقارن ۸ 
نسبت به مرکز تقارن است مشخص می‌کنیم . بدیهی است که,8 ۸:3۷:2۷ است. مثلث ,۸۲۸ را 
می‌توان با سه ضلع معلوم یعنی 08 = N8‏ = ,4۸ ,4ظ = ,۸4 و 21 = ,۲۸زرسم کرد. حال 
چهارضلعی مطلوب را رسم می‌کنيم . 

پاره حط ۷ ۲ را بوسیله نقطه ۸ به دوقسمت مساوی تقسیم می‌کنيم. با مرکز تقارن74» نقطه«8را متقارن 
نقطه ,4 رسم می‌کنيم . مثلث های 4۸14 و8118 را بوسیلة سه ضلع معلوم رسم می‌کنيم . با انتقال 
پاره حط ,۸42۸ بوسیلۀ چم آوپاره خط 88 بوسیله جج 1 چهار رأس چهارضلعی مطلوب |482 
بدست می‌آید. به آسانی می‌توان ثابت کرد 
جواب منحصر بفرد است. 


۱ حالت کلی را درنظر بگیرید: مثلث 40 متساوی الاضلاع بوده و از اینرو نقاط 0 » 17 و 1 
متمایز هستند. تبدیل متجانس با مرکز/1 ونسبت ‏ - - ۶ مشلث 480 را به مثلث "0 "8 4 انتقال 
می‌دهد که رئوس آن میانگاه اضلاع مثلث مفروض است. اضلاع متناظر این مثلث ها موازی هستند. 
ارتفاعات: 44 :88 و ,۵0 از مشلث ۵480 به ارتفاعات:۰ 4 "8:0۸ '8 و6 "از متلث 6 "۵42 انتقال 
یافته و ارتفاعات مشلث 0 ۸۰8بر اضلاع 416 عمود می‌باشند. از اینرو درتبدیل متحانس ارائه شده 
نقطه 2 محل تلاقی ارتفاعات مثلث به مرکز 0 دایره محیطی مثلث 0 منتقل می‌شود . از اینرو نتیحه 
می‌شود که نقاط 1 , ۸ و 0 روی یک خط مستقیم واقع بوده و 67 - = 70 است که ازآن نیز 
MH‏ = 1 استنتاج می‌شود. اگر ۸6 مثلث متساوی الاضلاع باشد آنگاه 1= ۸4 = 0 بوده و خط 
اور مبهم خواهد بود . 

.)۲۰۱۸ راداریم (شکل‎ 1۲۸/:۸60 = 1۳2 a TY 

آل ا Hy‏ نقطه 0 9 a‏ بدلیل تعلق 0 به 8€» 
نقطه ‏ به 6 8 متعلق بوده و (86) و =0 '8است. درنتیحه ‏ نقطه تلاقی 84 و"6 '8خواهد 


1 


۳ ه دودایره0 و و0 .که بر هم در نقطه ٨1‏ مماس هستند نسبت به این نقطه متجانس می‌باشند. تبدیل 
متحانسی را مورد ملاحظه قرار دهید که 8 رابه 5 انتقال می‌دهد. این تبدیل نقطه 4 را به نقطه 6 (شکل 
۹ )و نقطه 8. را به نقطه 9 منتقل می‌سازد. با استفاده از ویژگی های تجانس 0 | 48 بدست 
می‌آید . 


٤‏ ه فرض کنید ۸ نقطه تماس دایره ه به مرکز 0 وشعاع ۲ با دایره ۵ به مرکز ,0 وشعاع ,۲ بوده و ۾ 
قاطعی باشد که دایره‌ها را در نقاط 4 4 قطع می‌کند (شکل ۰ اثبات 04 | 0,4 مطلوب مسئله 
است یدیل معجانتن و را درنظر بگیرید که تقظه و را و و م می‌سازد . در این تبدیل 
متجانس خط » به حودش منتقل می‌شود زیرا از مرک زتبدیل می‌گذرد. این تبدیل دایره ه را به دایره,ه 
انتقال می‌دهد. نقطه 4 که محل تلاقی »و ه است به نقطه تلاقی » وه انتقال می‌یابد. این نقطه 
متفاوت با بوده وازاینروروی: 4 قرارمی‌گیرد. از آنجا که ۸,تصویر پاره عط 04 درتبدیل 
متجانس است از اینرو این پاره حط ها موازی خواهند بود. 

وم 


۵ نقطه تلاقی خطوط 10۲ و ۷0 را با× » نقطه تلاقی خطوط مستقیم ۸18 و ۸3 رابا ۷ و نقطه 
"تلاقی خطوط ۶۴ و 05 رابا 2 نشان می‌دهیم. به آسانی استنباط می‌شود که ترکیب تبدیلات 
متجان س( :)پر و ع عبارت از تبدیل متجانس ( لاست ( ۰ تبدیل متحانسی با مرکز .را 
نشان می‌دهد که نقطه 17 را به نقطه ۴ انتقال می‌دهد. اگرترکیب دوتبدیل متجانس یک تبدیل 


متجانس باشد آنگاه مراکز همۀ سه تبدیل متجانس روی یک خط واقع بوده و ۲ به ×2 متعلق خواهد 
بود. دومین قسمت نیز بطریق مشابه حل می‌شود. 

۷ م تبدیل متحانس 4 را مورد ملاحظه قراردهید که دایره ه را به ره انتقال می‌دهد. در این حالت 
نقاط ۸ و ¥ به نقاط N‏ و ( #۷نقطه تلاقی دایره د وخط 4۸ » و ,نقّطه تلاقی دایره ه وخط 42 
است) انتقال می‌یابند. آنگاه عط ,۲,8 به عنوان تصو یر خط ۷۶ موازی آن درتبدیل متحانس خواهد 
بود. براساس توازی خطوط ۸۶0 و,17,۳» کمانهای, ۸11۷و ,02 برابر بوده و از ابنروزوایای محاطی 
متناظر به آنها یعنی زوایای۸ ۸04 و ,0.4۳ نیز برابر خواهند بود ؛ یعنی 0۸ 2 = 2۸6۸4۸ را خواهیم 


داشت . 
۷ ه فرض کنید که 14 نقطه انتهایی مشترک پاره خط ها و4 روف ..... نقاط انتهای دیگر 
پاره‌حط ها باشند که روی یک قراردارند .,]1]:»1 :]1 و ۰ رانقاطی روی باره خط های:4 16 
4 و ..... در نظر بگیرید که آنها را به نسبت ۷ تقسیم می‌کنند؛ یعنی 
...اھ ے 9ب 2909 
M1 4M Ma‏ 

ثابت کنيد که 

MM ” MMs _ کھ وم _ و1014‎ MA _ MMI LMA! EL a EE 

MA 1 A4 و2۸4‎ AMM, 1 MM, 


بدیلات و Rw (A) = ۰ e ٤‏ » 02 = (و۸) وغیره را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . 
با منظور کردن اینکه تصو یریک خط مستفیم در یک تبدیل متجانس خط مستقیم است» درمی‌یابیم که 
نقاط 1٤ » ۱٤21‏ وغیره به یک خط مستفیم تعلق دارند . 

3 هاگرنقطه تلاقی 0:4 و 08 رانقطه 0 فرض کنیم (شکل ۲۱۱)» 

آنگاه04» = 00 و ۰08 =0 خواهد بود. طبق فرض 411016 بوده و از این رو 017-804 و 
6 0 را داریم. درنتیجه 017 ج = 0D‏ و8 = ۸ حاصل می‌شود. بنابراین 27۱۱168 
استنتاج می‌گردد . 


شکل ۲۱۱ 


٤۵‏ ۵ میانگاه وتر 46 بوده و از اینرو (0411-26 )= 0 را داریم (شکل ۲۱۲). تفه قبانگاة 


ہے جس چس 4 چچ جس ج چس وو سل 
E‏ 0 و 001+ +0C‏ 08+ +04 ج = 0 راداریم. 


ازارو 01۸+05 0 - OM‏ 1۸۲ بوده وبدین ترتیب ۸ OR = LM LM‏ استنیاط می‌شود . 


بحا< 
جک 


شکل ۲۱۲ ۱ 
1 
٩‏ هو اگر :60 یاه مغلث 4۵0 فرض شود آنگاه(2 + 7)24 ۳ ود ,66| 
خواهد بود او بودن CA‏ و 6 ۸ + ۱2۸ < ۳1 است. 
از اینرو (02 + )٥4‏ سس e‏ ات ای 
۷ و مي‌دانيم که 0 MA+MBLMC=‏ است. از | ینرو 0+06 +0۸) ج = 038 بوده و ونقطه 


دلخواهی از صفحه است. چون 0 ,08 و06 بردارهای نا همخط a‏ 
چ ج ج 4 چس 
(۱06۱ ۱08۱+ |104( 3 > ۱026۱ 
از اینرو(05+06 + 2 چ > 0۸11 حاصل می‌شود . 
e ۹۸‏ و :481010 متوازی الاضلاع بوده و بنابرآن داریم (شکل ۲۱۳). 
جہ جہ چ ج کے چ 
ACı= AB, + (۰ AC= ۵8 +‏ 
جے چے چس چت. چے وج 
با نفریق تساوی برداری دوم ارتساوی اول 4-40 + تلم ~481 = 40-40 حاصل می‌شود . 
ج ا چس س 
درنتیسحه و + BB‏ 00 استنتاج می‌شود که از ان نیز CC, > BB, + DD,‏ بدست می اید . 


Cı 
B, 


شکل ۲۱۳ 
D:‏ 
A 2‏ 
4% واگ 40 < Co < Bo‏ و Do‏ بترتیب میانگاه پاره حط های 44 › BB‏ ¢ :60 باشند, 
: (شکله 3 ۱) آنگاه به ازاء نقطه دلخواه 0 در صفحه داریم: 
ج ہے 4 ج جچہ ج41 جس ج 4 
(OC-FOC1).‏ و = (04FOA) 08," )08*+-08:( OC,‏ و =040 
و 


از اینرو روابط زیر بدست می‌اید. 
چ ج 41 ج ج چیه جد 4 چ چس کته 
(OB—OA4+0B1— 041) = 11 (AB + A,B),‏ و د040 ~08 = AB,‏ 
جس وت و ہے ج چے و4 ج چب ج 
OD, = 00-01-06, 0]: =7 (DC + D1C1).‏ — 0060 = و1 
طبق فرض سل متوازی الاضلاع بوده و از اینرو AB = DC,‏ و AB = DC‏ است . در 
نتیجه و 0,6 = 0و4 بوده وجهارضلعی 6 له متوازی الاضلاع خحواهد بود. حالت های خحاص 
مسئله در اشکال ۱۲ ۲ و ۲۱86 نشان داده شده‌اند . 


شکل ۲۱ 


الا 7 کے چ جر بده و0 نقطه دلخواهی در صفحه پاشد ارم 
0A4 08 OP— O4‏ رو و 
وس که که ازآن نیز ہے ے2 بدست آمده وا زاینرو کت ے من را خواهیم داشت. 
OB —OP PB‏ 
060 _>= 08406 جح 0+04 > 
ق مشا سے A‏ ری وا شود . 
بطر یق مشابه کا = 0۸ , س ے 6 وکا یں حاصل می‌شود 


به آسانی استنباط می‌شود که 8۸ =0 است. درحقیقت داریم : 


1 
1 سد هر 


وس ی وت 
سس = P= 00 OP‏ 


چ k‏ چ جو جو k‏ 
چوس 


1 مو وس 
4D‏ سم +26 7 سس = (0 0) س > + (OC — OD)‏ 


1 
= 7 


ولی 6 = 47 و 42 26 بوده و بنابرآن SR‏ 20 ا . درنتیحه ۲9۸5 یک متوازی الاضلاع 
خواهد بود . 


۰۱ ه نقاط تلاقی میانه‌های مشلث های 480 و 4,8,0 را با 6 ور6‌نشان می‌دهيم . فرض می‌کنيم 
BGI4,C1« 43|| B101:‏ و 084 . 
~~ وم 2 چ و تست چ س جس جرس تست 
آنگاه ط و فرص (:6:4 --6:0) 11 = GC =¥ (G4d4ı—G, BJ» GA=1A (GB —~ G10 1),GB‏ خواهد 
بود. با تجمیع طرفین این تساوی ها چنین حاصل می‌شود: 
<+ ہے ج ج ج ج 
(2 مس )و66( — (a‏ و68 + GA + GB + 660 = 64 (Y~)‏ 


سس و چ س و ات 
ولی0 = 60+ 08 + G4‏ بوده و از ایتروداريم: 20( ب) ,60 )7( ر8ر8 + (Y~)‏ رشق . 


ازطرف دیگر نیز 66,0 ۵8+ ۵ در دسترس قرارمی‌گیرد, 
از اینروبه دص وصول می‌یابیم بدین ترتیب 

,3310~ ڪٽ 180+ 3ı + 31B 28101 =3 (GA‏ € = )8 ¬ 4 2 
حاصل‌می‌شود. یعنی رابطه ,3616~ 8/4 ج بدست می‌آید که ا زآن نیز :84/016 استنتاج می‌شود . 
۲ هفرض می‌کني مکه,4 0۰8 و 0 بترتیب نقاط تلاقی میانه‌های مثلث های 869 ۰09 2۸8 و 
6 باشد . داریم: 


OD + ۸‏ ملد 7 = 08 ,22 مد 02 0 02 


7 اد 


) 1 چ 
0 20 04+98( > ص22 و 044-07 )D‏ سی = 1 
اگر 11 و محل تلاقی میانخط های جهارضلعی های 4800 ود A‏ 
4-03-0027 04( دس 036 
۱ چ وت 
خواهد بود .با منظورکردن تساوی(4) رابطه(00 + 1-06 4+03 0) د = 01 بدست می‌آیدکه /1 = ۷ 
۳ و فرض کنید که 8 میانگاه .۸0۳ بوده و 40 باشد (شکل ۲۱۵). به عنوان مشال ابت 
می‌کنیم که در این حالت ۰۱08 است. 8 میانگاه ۸۳۵ می‌باشد. 
ص و جوت پوت ی سوس جس س سے س 
آنگاه ۰0۸۸ OP = mOL, ON‏ و N POR‏ یعنی 01+ =k )0M‏ 08-0 خواهد بود. جا گذاری 
جس ج حوس چس ج سوس ج چ 
مقادیر 0۶ و 0۷ درتساوی اخیر به ,01+ ROL —~ nO = «0M‏ یعنی (m— k) OL = (k + «( 0M‏ 
منجرمی‌شود. از آنحا که بردارهای 02 و 07# ناهمخط هستند 0 وو کو خواهد بود. 
بردار (0 + /0)را مورد ملاحظه قرار می‌دهيم که با 


چ ا س سے سینت س سے جو 
(OL— ON) = kML‏ ما OE. ON 1 OP = —kOM + kOL=‏ 

,۲ و 
همخط است. درنتیحه ,02201 خواهد بود. بطر بق مشابه می‌توان ویڑ گی مطروحه را در مورد حطوط 


دیگرنیزثابت کرد. 


شکل ۲۱۵ 


6 ه فرض کنید که خطوط : و:! در نقطه ٭ همدیگر را قطع کنند (شکل ۲۱۱). ثابت کنيد که 
9 است , داریم: 


بو چب 7۹  SB+mSB=‏ و 


2 = و5 SCo—~ SK‏ عد و مک 
ج 4 جد 4 
چ B+ 3 ٥+‏ سچ = A,B + Bok‏ + وک SK‏ 
ج 1 
“a” SC‏ 
ازطرف دیگ نیزرابطة زیررا داريم: 
1 ج 41 ج 1 ج 4 جس 41 ج ج ج ج 
+ ون Ta‏ + روم سکم ری چ SC SA‏ جح ود + A=‏ + 4و8 + SK Bo‏ 
5 ج 1 
3g SC‏ 
تص. جد 1 بت تست بت سح ج 4 
آنگاه 5€ 7 1 SB‏ چ + mSB+T SAF 3 SC=nS4‏ یا TSB‏ + کم لک > mSB+‏ 
۳۹ ° ۰ 1 1 وم ا 
آنگاه 56 5 چ (SA +SB+SC)=‏ 


SK = 
9 


56 + وود ی د 
KC; =‏ ودرنتیحه 2660/50 حاصل 


- وچ + وود 
می‌شود یعنی خط ره از نقطه تلاقی خحطوط 4 ور«می‌گذرد. 


شکل ۲۱۱ 
۵ و به راه حل مسئله ٤۲ ٤‏ مراجعه کنید ۱ 
۶:۲۹ م اند ثابت کنید که در دوچهارضلمی رابطه (2-+02) = 7 نوات 1 و ۷ بترتیب 
میانگاه اضلاع 8 و4( هستند و +68 2764 = MN = MB+BA+ANSMN‏ رقرارمی‌باشد 
با تجمیع این تساویها ومنظور کردن 0 - سے ۷ + DN‏ و0 MC + MB=‏ به BA)‏ + 5 ج ۸۲ 
وصول می‌یابیم . اگر بردارهای BAgCD‏ ناهمخط باشند آنگاه )84+ MN< (cD‏ بدست می‌آید 
درنتیحه 02:84 بوده و حهار ضلعی ۸48٥02‏ متوازی الاضلاع یا ذوزنقه خواهد بود 
۰۳۷ ه چنین داریم: 0= AA; BBY 0٩,‏ بدین ترتیب 


طلست س وس زس ا رست 
00-060 + 081-08 + 0-04 
حاصل می‌شود اگر ۵ نقطه تلاقی مپانه های مثلث 4186 باشد آنگاه 10-0 08 0 بوده و در 
نتیحه 06,0 + 08+ ,04 خواهد بود 
ر 


۱ اینر و نتیحه می‌شود که 0 محل تلاقی میانه های مثلث 481٥‏ است 


۸ هو داریم 0 +44 عدولء). دردوران با زاویه 90۴ .4:4 به .03 و ۸0 به :88 انتقال می‌یابد؛ 
ی 


یعنی ولء6 به 08 = و88 +08 منتقل می‌شود که از آن نیز «108»ل) و :613 وله استنتاج می‌گردد 


a ۰‏ ۴ ۳ س و 4 رم 
۹ ه فرض کنی دکه 2 میانگاه/6:6(شکل ۲۱۷) بوده و00 +,60) > = 02 باشد. در دوران 
به اندازه زاو یه 90° بردارهای GO 0٥‏ بترتیب به بردارهای CA‏ و ظر) ia‏ منتقا می‌شوند . در نتم حه 
این دوران مجموع برداری 601 + 0٥,‏ را به برد ار ٥8‏ 04 یعنی به بردار 84 انتقال می‌دهد. 
E ERT BA CELE‏ : ا 
بدین ترتیب 84 1 (06-+:60)و | 84 |= 664۱ +۱60۰ بوده و از اینجا حکم مسئله اثبات می‌گردد . 
0 


9 
Cı 


و 


شکل ۲۱۷ 


۳ B 


سس و _- 

۰ وه ثابت کنید بردار ۶۸ با دوران بردار 54 با زاویه*90 بدست می‌اید (شکل ۲۱۸). حنین 
س جسم ل e‏ چ جت سس 1 س ج ے ۳ 
داریم: 14 + LK‏ + اک < 50 AB + KQ‏ +0) 5+ 1= 5. | گرهریک از بردارهای واقع در 

۰ ِ : ج ی س 1 
طرف راست تساوی احر را به اند ازه؟90 دوران دهیم آنگاه 51 به وت 6 10 - به 377 6 
lS‏ و e AT e ae‏ 
AB‏ چ به KQg PN‏ به 5-8٤0‏ منتقل می‌شود. و آنگاه 54 نیز به 
BC= PN + (AD + 136( MR =PN LNMHMR=PR‏ چ + ADH 11 ۲ + PN‏ سچ- 


انتقال می‌یابد. ازاینرو ۶۴ با دوران 50 به اندازۀ 90° بدست می‌آید. درنتیجه 2۸150 و 50 ۲۸ 


خواهد نود , 
شکل ۲۱۸ 
۱ و بدلیل 
سو ج و E e‏ ات سے جس چ < جس وس 
MA+MB+-MC+MD=0 < 28‏ یعنی MD = —(MA+MB+MC)‏ 


سے جس بویت چ جس چ جس خاد چ جس ۳۹ 8 
راداریم. آنگاه ۸6 +114 = ل و 1 - = ۸۲0 +-۸18-+ 4[ = 7 یعنی 10 -= 7 حاصل می‌شود . 
این امر بدین معنی اس تکه 18 میانگاه پاره حط 27 است ,مساحت جهارضلع ی ۸/۸۲۷ را به دوطریق بیان 


می‌کنيم : 


(a) Smauv = Smav 5 ویر ورگ = نورد‎ + SmrCcD 


Snap + 6‏ = رانک ۲و مرگ عد نوی مرگ (ظ) 
از اینر و طووم 2SMAUV=SMABLSMCDLS M ADSM 8C=S‏ بوده و درنتبحه 2 ۵۲7۲ ۲ 80:5 م 5 
حاصل می‌شود. 
متا بخ 
۲ واگر 41 و 8£ میانه‌های مثشلث 86 و11 نقطه تلاقی 41 و ظ باشد آنگاه 


یس 1 سس 
AB (1)‏ و مد ر 
را خواهیم داشت. از این گذشته 
KL = KY + ML 3)‏ 


۱ ۶ چ 1 و و 
راداریم. ازتساوی های (1) و (2) نتیجه می‌شود که 48. = ,7/1 + ۸11 بوده و از اینرو 


س چ بے یت بت طلست جس ت ۰ 
AB‏ = ,]211 +2114 است. ولی 48 =8 1 + ۸6 بوده و بنابر ان 178 + 4۸1 = 2311 + lı 2KM‏ 
یت چ س سو 
 ) ۷6 B— 26]( 20‏ (ر ]91 — ANI‏ 
س م چ سو _ ر 
راداریم. بردارهای 2111 - ۸.۱ و ]261 -- ]1 بترتیب با بردارهای 41 و 8 همخط هستند. از اینرو 
حوس حوس ا ج سوسم س عو سو 
AM —2ML=—0‏ و MH 8 KM‏ یعنی را AM = 2M‏ و MB = 2KM‏ راداریم. بنابراین 


م 


AM‏ | 1 ا 
2 ترا رقم WL‏ 1 ۱ تنتاج می‌گردد . 
KM ۱17۱‏ 


¥{ ۳ ۳۳۵ » ۷ و 8 به یک حط تعلق دارند EE.‏ 
بردارهنای 16 و ۷ همخظط هستند 0 


اس 


ج 4 چ ی 
MA = DA, 407 42+ AD)‏ و 1-4۷ 1۲۸4 عد ۷ ]21 


و 


۳ ج جل )| حت. 1 42 8 1 وی‎ 
UN = و‎ 48 go DA = ag DAZ 7۱2486 F D04) 
NB=NA 7 AB (۹ 5 E 

+ 4 ۸ -- ۲ 3 A1) = 40 4 D4 


1 
NB= SAB + D4)‏ 
از اینر و 5.11.۷ = 8 ۷ بوده و درنتبحه بردارهای ۶ ۷ و۷ 1 همخط خواهند بود . نقطه ۷ پاره حط MB‏ را 
به نسبت 1:5 تقسیم می‌کند . 
4{ و به زبال برداری مطلوب مسئله این است که 0.۷ = ۸60 ثابت شود. در این رابطه 0 محل تلاقی 
پاره خط هایی است که نقاط انتهایی آنها میانگاه اضلاع مقابل جهارضلمی 4800 »وو N‏ 
2 ب سج ج 1 نمچ 
میانگاه اقطار 81 و ۸0 است. جنین داریم: 0 + ٥ = 3 DA.g MO = MP‏ 4 . از اینرو 
و حوس , سس 
DAT 0 (1)‏ = 110 
ع وت ر اا کی ت 1 E‏ 
حاصل می‌شود. ار این کگذشعه =O0OR + RN‏ 0۷ ۸ سچ RN=‏ بوده و درنتیحه 


حوس سس 4 سوس 


ON << 9+0 0 


استنتاج می‌شود. 

با مقایسه تساوی های (1) و (2) وبا یادآوری 200 به 01 170 وصول می‌يابیم . 

۳۵ ه اگرپارهجط های وا4 و :8,8 ر وی خطوط موازی با 1 واقع شوند آنگاه در حالت:8 ,4,۵8 

بینهایت حواب وحود خواهد داشت. یعتی کافی است که روی خط مستقیم هرپاره خطی مانند C103‏ 

را طوری اختبارکني مکه,4:4. = و۵0 باشند.و اگرپاره خط های مفروض طوری باشندکه <,8 + وا1 

برقرارشود آنگاه تقاط مطلوب.» و ۶ موحود : نخواهند بود. حال برای قاطعیت فرض کنی دکه,1,4. موازی 

7 نبوده و 4 نقطه تلاقی خطوط وا4 و 11 باشد. 

روی خط :818 دو نقطه, ۸6و۸6 را طوری مشخ ص کنید که بو4.: و4 = 88:811 باشد و نقطه و2 

را با شرط زیررسم کنید: 

اگ 4 بین دونقطه دیگرروی خط :۸.4 واقع شود آنگاه 8 تین دو نقطه دیگر در خط :8:8 واقع خواهد 

بود . حال نقاط +3 و و4 را بهم متصل کرده و از نفاط 81 و و8 خطوطی به موازات :4:8 رسم کنید. 

نقاط تلاقی آنها را با خط 1 ,6و .0 می‌نامیم. . 

. ی را داریم که | ارآن نیز ۳ میم استنتاج می‌شود‎ Sg E 

آنگاه زوابایو۵, ,4و 4044 به عنوان‌زوایای متناظر از مثلث های مشابهو 4104 و و404 برابر بوده 

ووته4 | ۰ درم ی آید . 

٩‏ ه در حل این مسئله ازروش برداری استفاده می‌کنيم (شکل ۲۱۹). طبق ویژگی مجموع بردارها 

ی پا مد 

Cds Aad =0‏ او BC‏ + 8و2 + وظر را داریم . 

با استفاده ازویژگی های شرکت پذیری وجابجایی درجمع بردارها چنین حاصل o‏ 
رای Ba + BC‏ ار BB + CCF dad‏ 

بدلیل 86 و96 .48 سوق C4 = CA‏ و 0-0 80 + 48 مجموع بردارهای واقع درداخل 

پرانتز نیز برابر صفر خواهد بود . 

aa‏ ارت و al E OCS‏ مشود 

روشن است که هرسه بردارمفروض را می‌توان برحسب تفاضل دوبرد ار دیگر ارائه داد. 

اگر بردارها ناهمخط باشند آنگا ه مثلث مطلوب موحود خواهد بود. ولی دو بردار از سه بردار مفروض 

نمی‌توانند همخط باشند زیرا در اینصورت بردار سوم نیز با آنها همخط خواهد بود. اوا سوم لہ 

با هر نقطه ای از خط موازی :6,6 نشان داده شود آنگاه جنین حاصل می‌شود (شکل ۲۲۰): 

)+ (و 6و6 سا وا (ی و6 و66 )4 ( قوف ول SAAR CCS A‏ 98 +8 وق > BiB‏ 


حوس 


CC) = كو٣‎ C1Ca 


جين ترتیسب هو ی و بوده ومثلث مطلوب موحود نخواهد بود. 

بنابراین رسم این مشلث در صورتی ممکن می‌شود که بردارهای متناظر به پارهعط های مفروض » 
ناهمخط باشند. راه حل مسئله قبل را با استفاده از تبدیل مورد ملاحظه قرار می‌دهیم. فرض می‌کنيم 
که :8,8 66 و بردارهای ناهمخط باشند. 
باتبدیل چچ مثلث :66:6 را انتفال می‌دهيم (شکل ۲۲۱). آنگاه ,66 به 48 » :66 به ياد و 
به 48 منتقل می‌شود . درحقیقت داریم BB, Il ٥٥:‏ وینات = 4B» || 3:8 (o BB‏ ی 2:2 „ABa=‏ 
آنگاه جنین حاصل می‌شود : 4 |6:۱» 0 

و درنتیجه :6:0 به 8 وھ منتقل می‌شود , سرانجام در تبدیل 7 در مورد مثلت :8818 جنین حاصل 
می‌شود : 8 به »,8 به 8 » :6 به و8 »ین به ولء انتقال می‌یابد . بدین ترتیب اضلاع مثلت و1ءو4:8 با 
پاره‌ خط های ‏ 8:ظ :ی و ول« ل-برابر خواهد شد. 


B, 
Ba C2 
4 
۱ جح‎ 
A42 Cı 


شکل ۲۱۹ 


۳ 2(۵) 2 ¢ (۲) چ S2 Stan‏ جح ۲۷ ( (1+-sin‏ 2 
4 
.arccos -< 9 4‏ ۰۵:۵ که 
.. ع 3 
7 کوحکترین مقدار مطلوب برابر ۸ وبزرگترین مقدار برابر »۸ است, 
۵۷ و قطر مستطیل ارتفاع مثلث است. 
(a) e ۵۵° 30cme 44۹ 4 ۵۸‏ هه 0000 cm®(b)‏ 108 
(a) ۲ 8S = 32 cms KD=MD=5 cm ۸‏ که 45« cm*(b)‏ 36.135„ 
(b( (1(0 ۳‏ »468 ۰ ۵۵4 (0): (ظ) زاویه مرکزی قطاع برابر 2 است. 


TETER P 
۱ 3 پر‎ 3 e ۵aY JR TSR— 3F g 2۵ هد و‎ ۵ 
4 4 


۸ هروش اول. فرض کنید که درمشلث 48٥‏ » ا=40 وم8 = 8ے باشد. بادرنظر گرفتن عبارت 
۳ اضلاع 48 و 86 را برحسب ف» 2و 8 بیان کرده وبا دوبراب ر کردن‌میانه مشلث» 


۳۹۰ 


روش دوم (روش هندسی). بر مثلث ۸480 دایره ای محیط کرده وثابت کنید میانه /81 ار مثلث 
دلخواه از میانه/8,1 مر بوط به مثلث متساوی الساقین 42,6 کوتاهتر است. 

۹ هفرض کنید که 4۶ و 65 بر 1 عمود باشند. عبارت .= P84‏ رادرنظربگیرید. بعد از 
تکمیل محاسبات ثابت کنید 8K‏ = ۶8 است. 


5/ ۳ 1 2 
(b)« 7 )2( ۵ ۰‏ 3 ۷ 3 . نصف زاویه محاور به قاعده در مثلث را با ء نشان دهید. 
i‏ ۲ 


۵۹۱ وا «فرض کنید ۶۸۸4۳ ذوزنقه محاطی » نقطه ۴ روی 80 ونقطه ۸ روی 69 واقم 
باشد .. مثلث های ECM» PAK‏ متشابه هستند. با درنظر گرفتن این حقیقت» عبارت 2± = 0۸4و 
CE =3z‏ را منظور کنید. 


۵۲ :100 . به مثال ٤‏ بخش ۷رجوع کنید. 


فصل دوم 
۳ (:) میانگاه یال های جهاروجهی را بار۵ رک نگ ل وفتطه لامرن 
میانه های وحوه را با ۸1۵1 »و و لنش ان می‌دهیم . پاره حط های, ۸1 او :۸1 واقع در صفحه ,5 4 
متقاطع هستند . نقطه تلاقی آنها را باه نشان می‌دهیم . 
بدلیل ۱ 24] | [, /۸/,۸] و1/3 = ۱۸/,۸/:۱/۱۵۸۱ از تشابه مثلث های: ۸1,0۸ و004 نتبحه می‌شود که 
1 — و ۱۱۱۸۱۸ DA‏ عدای ۱۸۵۱/۱۵۸۸ = ۱0۱۸۱۵۸۱ است ‏ 
بطریق مشابه (با ملاحظه مثلث های ا85 و 05,۸ ) می‌توان ثابت کرد که پاره خط هایه 181 و 
4 نیز پاره عط ,۸6 0 را از طرف رأس یعنی از طرف همان نقطه ۵ به نسبت 3/1" تقسیم می‌کنند. 
پاره حط های و11 و ,6 با همان نقطه به همان نسبت تقسیم می‌شوند. 

) ئات می‌کنيم که 0 میانگاه پاره حط و35 است. مخلث ,۸4 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم 
e‏ و ۲۲۳).نماد [,015,۵ |۷ 0] = هرا در نظر گرفته و 0- 0 را ثابت می‌کنيم. 
پاره خط 8,5 میانه مثلث ۵,۸4( است. 
بد لیل [ ۱۱۱۸۸ [:/۸0,۸] پاره حط .۵,5 پاره خط ,11,۸1 را در میانگاه آن قطع می‌کند (شکل ۲۲۳). با 
منظور کردن 1/3 = MM || DA)‏ = ۱/,۷/۱5۸۵۱ از تشابه مخلث های ۸8,0 ۸ ول دارگ به 

۱5۵ (5,0/۱ = ۱۸/,۵۹۱/۱۵۵۱ = 3 

وصول می‌یابیم. همچنین ۱۳۹ 5 چ = اء5 ۱0 را بدست می‌آوریم. 
بدلیل | وفردا > > ا5 ابه اوقرک) ج اک *0] می‌رسیم . بدین ترتیب نقطه 0 (0=0) میانگاه 


١١ 


پارهخحط و5 ,8 خواهد بود . با ملاحظه مثلث های 9و5 و 85,0 می‌توان بطریق مشابه ثابت کرد که نقطه 
0 میانگاه پاره خط های وکو و وکو است. 


J 


1 
شکل ۲۲۳ شکل ۲۲۲ 


4 و رسیم برش درشکل ۲۲۶ نشان داده‌شده است . 

۱ [ظ۱4 0 (MN) 0 (4C) )<(0 = (SP)‏ = ک (1) 
با اختصاص × =| 80 | خطی بصورت [46] | [:00) رسم می‌کنیم. آنگاه»< = ۱3,۱ - ,00| 
راداریم. بدلیل » ج = |۱8۳ به» (ع - )= 0,۳۱ | وصول می‌ياييم. 
از تشابه مثلث های ٩0‏ و ,08 نتیحه می‌شود که| ,۱6۳۱/۱0 = |,۱56۱/۱00 است . از اینحا نیز 
نیتم = |56 را داریم . خطی بصورت [۸6] | 111,1 رسم می‌کنيم. با استدلال بطریق مشابه 
به ۷/3 = |56 می‌رسیم . این امر به معشی 1/8 = (5 -- 2/)4 است که از آن نی 1/9 عد ۵/2 == 84 


بدست می‌آید و حواب مسئله عبارت از2/ه خواهد بود . 


شکا ۲۲ 2-0۳ 
نکر ۲ص 


۵ ۾ نقطه تلاقی خط ۸۸۲ وصفحه SCD‏ می‌کنيم . بدلیل (4B) j| (CD)‏ به (AB) | (SCD)‏ 
دس می‌يابيم . و این امربدین معنی است که صفحات ٩۸‏ و 560 در امتداد خط موازی با ( ۸2) 
همدیگررا قطع‌می‌کنند (در شکل ۲۲۵ (48 )| 1 است). چنین حاصل می‌شود : 

(AM) 01 (AM) fl (SCD) ۸ = (S,P) [1 [SC]‏ = رگ 
برش عبارت از جهار ضلعی ۸۸۸۸۷۲ است. رابطه (ظ6) ۵ (S,P)‏ س رادرنظربگیرید. ۸1 و۲ 


۳ 
میانگاه پاره حط های 88 و راک بوده و حنین داریم : ۱4۱ = |کرگ| و |گرد|ع او ۰ 


بدلیل |۱4۸ = ٥2!‏ |نيزداريم: | 4۵ |د |و ۱6۵۱ 2 س 
حال ازتشابه مثلث های ,5 5۷ و و0۷۵ به 1/2 او ۱5,۱/۱6 = 18۸1/۷٤1‏ می‌رسیم . 


)وا 


شکل ۲۲۵ 


۰ ه صفحه 17 را مورد ملاحظه قرارمی‌دهیم . این صفحه وجه ,166 را در امتداد پاره‌عط ‏ 4) 
قطع می‌کند. صفحه برش » صفحه ۸4۲ را در امتداد خط موازی با ۸ قطع می‌کند . خطی در صفحه 
۸ بصورت ( 0 ) || (7) رسم می‌کنيم (شکل ۲۲۲). نقطه  )00(‏ (۸1) = 1 به صفحه برش 
متعلق است. توحه دارید که بدلیل ۷۱ = 0 چنین داریم : ۱ = 0 آنگاه ترسیمات 
زیررا انجام می‌دهیم : 


5, = (MP) f (8C) ره‎ = (ST) NICC, 9 (ST) NIMC, 
س ی‎ ٩, 1( / و 2ظ)‎ 3 (341P) 8 FAB) 8 (S45 (و‎ ۱۱ ۱4,5, | 


[0]۸44 (54)= ,۵. برش مطروحه عبارت ارشش ضلعی کک است. حال مساحت 
برش را محاسبه می‌کنيم . به آسانی دریافت می‌شود که 3اه ۵ود| = (6,د| است. نقعله 1 میانگاه 


1 


۱ 


پاره‌حط 0 بوده و4/3 = 6۱| = ای0۵| وژاه = |,نلو۵| راداریم, مثلث های ۵,۵,0 و دوگ با 
مشلث ,5:0 متشابه بوده واه = ل ,5| = 5۲| استنتاج می‌شود . 

ددین ترتیب 42/8 = ,83| = دا = ا۱8۵ راداریم. ار اینرو مثلث و٩,۵,؟‏ متساوی الاضلاع 
بوده وطول ضلع آن برابر 3/» 4V3‏ ومساحت آن نیز برابر 9 3 است. هریک از مثلث های 
۶ » وگو کمد. و .۸5ید با نسبت تشابه 4 با مثلث های ۵,345 متشابه هستند. این امربدین 
معنی است که مساحت هریک از آن مشلث ها برار *» 3 ے دی 1.3 است. 


18 9 16 
و ۵ بر دی ۷3 43 „Va‏ و 8۷ 
وحال می‌توان مساحت برش را بدست آورد :ھی تما هر ا .وس ھی اڈ 


یعنی مقدا ر آن برابروی 188 | E‏ 


شکل ۲۲۹ 


۷ م فرض می‌کنيم که 1/۸۷ برشی از چهار وجهی باشد که بوسیله صفحه موازی خطوط ۸ و 
2 تشکیل شده باشد (شکل ۱۱۸/۱(۰6۲۲۷ ۱۱۸۱ ۱۸۸۱ و۱۸۵ ۱ ۱۸/۵۱۱۱۱۸۸۱ است) . 
آنگاه م س MQ) = AT BD)‏ 7 ,۸617)راداریم که به معنی | = (MN‏ یام -- = ۷۸۲ ۶ 
است . در هردو حالت » اه = 01۸۷ زد راداریم. 

با درنظر گرفتن عبارت + = ۸۷۱/۱۸۸ ۱۸به ا = |1| zx‏ = ۱۸/۱ وصول می‌يابیم . 

بدلیل |۱۸7 (« د 1) = |۱۸11 نتبحه می‌شود که » (٭ س 1) = |4| (« س 1) = |۱۷ است۔آنگاه 
مساحت سطح برش عبارت از 0 a) ab sin‏ — 7(1 = ۱۸/۵۱۱۸۸۷۵9 = 8 خواهد بود که درآن 
1> > واست. 

تابع (* - ا) 2 (دوحمله ای درحه دوم بصورت ۶ + ) به اراء ۵/- عدارای بزرگتر ین مقدار بوده و این 
مقدار آن برابر4/!است.اين امر بدین معنی است که برشی که از میان‌گاه يال های ۸۷ ۱۰96و ۸1 
می‌گذرد دارای بیشتر ین مساحت بوده و مقدار این مساحت برایر ¿» اه e‏ خواهد بود . 


پس حواب مستئله بر ایر 0 اد ام ِ می‌باشد . 
7 


J 


2 

شکل ۲۲۷ 2 ۸ 
۸ ضرورت .گر 7 ا » فرض شود آنگاه نیم خط های (۸۷⁄] ,)14149 و (۸] (شحل ۲۲۳۸ دوع 
حطوط موازی با صفحه ۷ واقع حواهند ۷ . این امر به معنی هم صفحه بودن بردارهای ر ۱,4 MN A4,‏ 
و است , از آنجا که بردارهای 711 و 118 هم صفحه نیستند (نقاط ۱ N‏ و روی یک خط قرار 


۳۱ 


ندارند) بردا ره 4, #را می‌توان برحسب اپن بردارها بیان کرد : 8۸۶۳ + ۸6 ه 4.۸ 

کفایت. فرض می‌کنيم که ۵۸/۸ + ۰۸۲۸ = :۸۸ است. بردار 8۸7۶ + ۸08 = 70 را از نقطه 
جدا می‌کنيم . اگرن = 8باشد آنگاه 110-0۸۲ بوده و نقطه 0 روی بردا ۸/1۷ واقع خواهد شد . 
بدلیل ۸10 = :24,4 جهات این بردارها بر هم منطبق بوده و اين ام بدین معنی است که نیم خط های 
(, 4,۸] و (۸10] که این جهت ها را تعریف می‌کنند روی حطوط موازی قرار دارند» یعنی :(/۸/1) ۰۱۱ 
از اینرونتیحه می‌شود که ۷ ۱ ۾ است. 

بطر یق مشابه اگر = » باشد آنگاه (۸/۸) | » یعنی ۰۱۱۷ خواهد بود. ار 0 چ و0 قباشد آنگاه 
طبق قانون توازی نقطه 4 به صفحه ۲ متعلق خواهد بود . از اینر وب >( ۸۱) داریم. 

از 1/0 درمی یابیم که (۸/۵) | » یعنی ۰۱۷ است. 


ج سر 


شکل ۲۲۸ 


۵۹ هفرض کنید که [412| € 0 بوده وعبارت ۾ = 4/۱۸۸ را نیز درنظربگیرید. (شکل ۲۲۹). 
چب چ 
خط های 0۸1 و 4۸۷.موازی صفحه. مار بر ۲۸۵ بوده و بردارهای ۸( 4۸ و ۸0 همخط می‌باشند. 
چ چ چ 
و حود بردارهای 011 و ۸۷ نا همخط هستند از اینرو بردار ۲۵ را می‌تواد برحسب این بردارها بیان کرد ؛ 
یعنی اعدادی مانند » و 8 وحود دارد بطور یکه: )1( aM + BAN‏ = 6 
وس ووس چس و و چ ۲ 
حال بردارهای ANgDM (PQ‏ را برحسب بردارهای اهمصفحه ۸8 6 AC‏ و (۸1 بیان می‌کنيم. 


جنین داریم: 
جس چ 1 ج ج 4 ج چس چ چ 
DM = (۸ + AM =-— AD + TABU ¢ AN = > (AD ۰1 40)‏ 
چ ج ویس 1 ج ج خد 1 جس و چ 
ABD TAD —‏ سب ۸0 = (AB‏ ۳7 = وم 1 B -- AB‏ ج PO = PB + BA +A‏ 
چس جس 4 وس 


باجاگذاری این ر وابط در (1) جنین بدست می‌آید : 

چ ۳ f8‏ ج ےل ج ي چ ج ] 1 

A + 6+ 7 »‏ اعد 7AD‏ 401 و —~ 4 جک 
روابط 1~ = »)1= ناون/1-«بدست می‌اید. 


از اینرو 4۱/2 |= 4۱| و 1/1 = ۱۸0۱/۱00۱ حاصل شده وحواب مسئله عبارت از 1/4خواهد بود. 


2 
شکل ۲۲۹ / 


N 1 


۵۷۰ و بردارهای۲ ۸ و ۸0 با بردار ,۸۲۰ همخط بوده (شکل ۳۳۰( 
Es‏ جس چ چ 
از اینرو,6 2۸ = ۸1 و ٤4ن‏ = 40 راداریم. 


۱ وکر وس‎ as وح چ‎ ES, 
e 7 = —AB + ea P = 44, + کک‎ 


۳ برد EGE‏ 
از آنا کہ ,44 + AB +: AD‏ چ e‏ |“ هه = ۸403| و شم = ۳912 


حاصل می‌شود. این امر به معنی % + شا + )/2ء = ٭ است. 
بطر یق مشاه c(‏ + شا + *م)/*» = ی بدست می‌آید. 


از این گذشته 4 40 ) وی یم 


چ وس 
۱ بدلیل (48) 1 (11۸) رابطه0 = ۸۸۸۰۶۸ استنتاج می‌گردد. 
چس ج چب س ۱ 
بردار 11۸ را برحسب بردارهای ناهمصفحه 8۸ » 86 و ,۷ بیان می‌کنیم (شکل ۲۳۱).. 
اگرعبارات « = 3\MBI/IAB,|‏ و ۱271/8۳ رادرنظر بگیریم آنگاء رابطڈ زیر را خواهیم داشت : 
طلست ج چ 
نك MN = MB, + BB + ۸-۰۸ — BB + yBC= # (BB — BA) — BB,‏ 
کے چس بون 
EE e + y= 4( 12‏ 7 چ + Y (BB,‏ 
۲ ۳ چ 
با منظور کردن » = |۱88 = 18C!‏ ۳ بت 6 وز. .4 و0 = )30.8 = ,2/۰1 و با 
چ چ 
توجه به ۵ = 211۲۰ و 0۳/3 = ۱17۷۱۶ دستگاه زیر حاصل می‌گردد : 


— ga? | ج‎ a حب‎ )( 
ata ya (z2 و‎ — 1) 02-202 < 3 


از معادله اول دست‌گاه2 = ۵وبنابراین ازمعادله دوم نیزا = 2 + 18 - 3628 حاصل می‌شود. از 
این معادله 4/3 ,هو 4/6 = و« بدست می‌آید . متناظراً 2/3 = ی و1/3 = رها حاصل می‌شود. 
از اینروبه آسانی دریافت می‌شود که یا 2/4 = ۱8۷۱/۱۷۱۱ = ۱,ظ/۸ ۱۸۸۱/۱ با 
1/2 = ۱8۲۱/۱۷۵۱ ,5/1 ۱۸۸۱/۱۸/۱ 
خواهد بود» بنابراین حواب مسئله عبارت از 2/1 = 6,۱ ۱8۸۷۱/۱۸۷ = |,ظ/۸۲۱/۱۸ ۱4 یابصورت زير است 
1/2 = ۱۸۷۱/۱۷6۱ ,5/1 = ۱,ظ/4/۱/۱۸] 


< 


& 


شکل ۲۳۱ 


1 

۲ هفرض کنید که: ۷ ۰۷۸ = ۵ ۲ 6 = ۵ ۵ ,8 ل وه ۷٩‏ , مطلوب مسئله اثبات 
یه اوقم ایا کرو راز اند مراب مدرم مورا 
در صفحه 8 رسم می‌کنيم . آنگاه ۷ و ۲ 1 » بوده و حون تنها عمود بر۲ را می‌توان از نقطه ۸ رسم 
کرد از اینرو وه ,» است. 
بدلیل» ے رم 8 ے وه جنین داریم:ء =8 ) » یه = ,». اين امربه معنی ۷ 1 ۶ بوده و این همان 
جیزی است که می‌باید ثابت می‌کردیم . 
۳ ه ابت می‌کنيم که (۸) موجب (۲) می‌شود. 
فر ضکنی دکه 1 =|« ۹۸| عد. . .=| ۸:(-۱, ۱۸ (شکل ۲۳۲) بوده» 50 ارتفاع هرم و71 = || است. 
چنین داریم :1(1 = 84,0 هه = ...= 840 من = 8۸,0 ۶9 که از آن نیز 

۱ ع = ...و2۹4۸ = ۸4,۵0 2 
بدست می‌آید. یعنی یال های جانبی با صفحه قاعده زوایای مساوی درست می‌کنند .حال ثابت می‌کنيم 
که (ظ) موحب (») می‌شود . اگر Ç‏ = 34,0 ۶ = ...= 9۸0 = 5۸,0 ۶ فرض شود آنگاه 


اده = |,04| = ... = ار۸ن| = |ر0۸| خواهد بود. این امر بدین معنی است که دایره ای به 


۳۱۷ 


مرکز ١‏ وشعاع ب اهه 11 = ابر قاعده هرم محیط می‌شود. سرانجام ثابت می‌کنيم که (۵) موجب (۵) 
می‌شود . اگر .را مرکز دایره محیطی قاعده فرض کنیم آنگاه :۸ ,۱0/۸ = ... = |و 0۸| < ۱۸,۱ 
شعاع دایره خواهد بود. بدلیل اینکه $0 ارتفاع هرم است» چنین داریم: 

SAN = SA, = ... = [SA,| = VR - ۶‏ 
یعنی یال های جانبی دارای طول های مساوی هستند. بدین ترتیب ثابت کردیم که از (۵) به (۳)) از 
(«) به (۰) و از (۰) به («) می‌توان وصول یافت. از اینرو نتیجه می‌شود که این سه حکم هم ارز هستند . 


ر 


شکل ۲۳۲ 4 


7 
4 1 


6 ه صفحه ای که از میانگاه یک پاره حط می‌گذرد وب ر آن عمود است عبارت از مجموعۀ همه نقاط 
هم فاصله از دوسر پاره خط است. فرض کنید که 0 مرکزدایره محیطی وجه 48٥‏ چهارضلعی (شکل 
۳ ) و ! باره خط مار بر نقطه 0 وعمود بر صفحه ۸196 باشد. هر نقطه پاره حط 1 ازنقاط 4 » ظ و 6 
هم فاصله است . 

در حقیقت !۱06 == [۱08 = ۱0۸۱ را داریم و اگر0 < 5 ,1 € 5باشد آنگاه از مثلث های قائم الزاویه 
موی منک SOC g‏ درمی‌یابیم که | )5 |= 31 | ۳ است .فر ض‌کنی دکه صفحه ه از میانگاه‌یال (1 4عبور 
کرده و بر آن عمود باشد. ثابت می‌کنيم که » و ! متقاطع هستند. رابطه 1 || » را درنظرمی‌گیریم. از 
۶ ۸0(1) و 1۱ نتیحه می‌شود که 1۱ (42) است. همجنین بدلیل (48) 11 رابطة 
(182) 1 1 راداريم. بدین ترتیب استنباط شد که دوصفحه متمایز ۸6 و 412 مار ازنقطه ۸ بر 
خط ۱ عمود هستند. ولی این امرغیرممکن بود ودرنتیجه گزاره » || / نادرست خواهد بود بای 
4 ۲ | خواهد بود, 

اگره ۵ | = 8 فرض شود آن‌گاه |31| = |51| خواهد بود.زیرا » € 8 و 1 € ¥ 9| 184= ۱6 =ا88)| 
است . ۱ ۱ 

این امر بدین معنی است که نقطه 8 از همه نقاط 1 » 1 » 6 و ا بیک فاصله بوده و از اینرو به هر صفحه 
عمود بر یال جهار وجهی در میانگاه آن متعلق خواهد بود. 


۳۹۸ 


۷۵ ھ در صفحه ۸4۹0 از , میانگاه یال 0 که درصفحه برش قراردارد عمودی بر آن یال رسم 
می‌کنيم. نقطه تلاقی این عمود و ۸6 را با ۸ نشان داده و 6 |را پیدا می‌کنيم. ازمثلٹ SOC‏ 
(شکل ا و ۲۳۹۰) به 21 ۷/۷7 = ۱۱/۱/۱۱ = م «0»وصول می‌يابیم . 

درنتیحه (۵) 3 1/۷ = ب + و( ط) 5 1/۷ = ما دهن خواهد بود ریت به 


اف 2 aVi=—‏ م ب ۱۸۱/۵0۵ ۱ ۱(۱) 


)۱( ۱۸۱ = 2 aV2 2 14C1 
می‌رسیم. از نقطه 8 برش رارسم می‌کنیم . صفحه » برش وخط (8 بریال ۵6 عمود بوده و از اینرو‎ 
)۷۸۸( موازی خواهند بود. این امر بدین معنی است که فصل مشترک صفحات » و۸6 نیز با‎ 
. و (۸۱) را ترسیم می‌کنيم‎ )٩۹۱( موازی است . خطی بصورت (1 ) || ( 4:7 ) رسم‌می‌کنيم . سپس‎ 
. ۸۱۸۲۸ درنتیجه برش های مطلوب بدست می‌آید : () پنج ضلعی ۸۱۸۵/۷ و (ا) چهارضلعی‎ 
: حال مساحت سطح این برش ها را محاسبه می‌کنيم‎ 


(۸) چنین داریم: 
یس =| u, (FF =2 KC‏ تلع با ۱۸ ۱۸۱۸۱ 
“epey = ۱۳۱۰۱۱۸۱ = a‏ 
به آسانی دریافت می‌شود که ۱۴٩1‏ چ = ۱۸و |۲۴| کے = ۸ است. 
از اینر و( ۱۸ ده ۲ را داریم ۱ ۸,۱ رس مکرده وآنگاه | |BM,‏ = ۲۸| 
E a‏ : این رابطه به معنی/۱۳۷ چ ج = ۱/۸۱ است. 
ازع 1 چ EPI‏ و۱۷ ہہ سے ا یابیم که میرک = ریرک است. 


SAC Ty‏ استنتاج می‌شود که رر رم٨‏ 2 ک= بر٥‏ = و ٩‏ است . درنتیحه 


4 46 ار 
مساحت سطح برش برابر 2ه E SEE‏ چرمج گر سب برد ور ۵ — وو جر ورگ خواهد بود . 


(ط) بطریق مشابه چنین حاصل می‌شود : 


۰ ۰ : VD ۰ 5 : a 5 
شرس د ور مورک , درا 13 ۸ داریم:‎ a ۱/۱ = 75 #4۱۸ ۸۸| = y2 at 
ر‎ 23 
۶ اک‎ mn — Dy, lan PSM = — tan 20 = 4/8, ۱۱۸۸۱ جح‎ etan PSM = 7 y2 «4 


از اینرو |۱۸۳ ج = |۱۶۸ حاصل می‌شود. حطی بصورت [ ۱51 ۱| |۱۸0۸1 رسم می‌کنيم . 
e 5 1 e7‏ 
آنگاهداریم ۱8٩1:‏ |۰۱86 ۱۵6۱ 2 = ۱86۱۰۱۸۹۱ و IBM,‏ 
درنتیحه 1/4 = ۱۸۱۵۱/۱۸/۱۵۱ = IMN\/IME|‏ حاصل می‌شود . 
2 


۰ ات و مر 2 ۳ 


م 


5 VD , 

SAN PQ جع‎ MEF 2 a 
5۷75 / ۱ : 

ست . پس حواب مسئله عبارت از («) هم تب () 2ے سا خواهد نود . 


شکل ۲۳ 


٩‏ هو قطر ۰۱,6۱ مکعب بر صفحه ,10 عمود است (شکل ۲۳۵). بنابراین صفحه برش موازی حط 
۲ خواهد بود . براساس این حقیت برش را به صورت ز یر رسم می‌کنيم : در صفحه, ۸۱/۱619 از محل 
تلاقی آن با قطر,(۸۸ یعنی نقعله ٩‏ حط مستقیمی به موازات )4 رسم می‌کنيم تا یال ٥۵‏ رادر نقطه ۸ 
طع وو رو منت اا ی و و 
بدلیل ,۱۵۸ = (۱1(0 به ۱۸٤1‏ ۱۸۱ وصول می‌يابیم . 
طول یال مکعب را با » نشان می‌دهیم. حجم هرم 1‏ 1(,۸ 

1 9 ۰ 
برایر 3ه رر = ,۱۵۸ × ۸۱ ۰۱۸۸۱۰۱۵ . چٍ است. از 
اینرونتیحه می‌شودکه نسبت قسمت های حاصله ازمکعب 
در اثر تقسیم برش عبارت از 1/14 است. 
پس حواب مسئله عبارت از 4/11 خواهد بود. 


۳۳۰ 


۷ ھ عبارت ۾ = |۱۷۸ را درنظرمی‌گیریم (شکل ۲۳) آنگاه ۸ طول عمود مرسوم از نقطه 1 بر صفحه 
SCD‏ یعنی فاصله آن نقطه را از صفحه SGD‏ بدست می‌آوریم . بدلیل ( $02 ) |( 4) فاصله ال 
میانگاه یال 8 از صفحه ۵6 نیز برابر» است و وان میانگاه یال ظ) باشد. آنگاه 
8M N (1) ٩6۸ (‏ ) بوده و گر (5۸) 1[ 1] باشد آنگاه ( ۵0۸ ]1 ] خواهد بود , از اینرو 
=| ]را داریم. حال || به عنوان ارتفاع مثلث 8۸۸۸ بدست می‌آوریم . بدلیل7/4 = 30 
رابطه 2 ⁄/ه = ۱09 = |18۵ را داریم .این امربدین معنی است که: 

IMO| = al2 ۰ ۱۸۸۷۱ = a ۰ |SN| = V ISO 3 ۱0۷۳۶ = aV 3/2‏ 
حال می توان 2/32 ۷ == ۱50۱۰۱۸/۸۷۱/۱۸۷۱ = ۱۸/۸۱ = ۸ رابدست آورد. 
از اپنرو نتیحه می‌شود اگر » زاویه بین ( 98 ) و( 2 ) باشد آنگاه ۷/273 = ۸/۵ = به 
کر برش یی رات ا ت و 1 درم ی آید . 

5 


شکل ۲۳۹ ۸ 


B 
اگر» € ۸0 باشد آنگاه0 = ۵ و0 = ۵ + وعه + موا + رجه بوده و این به معنی درستی فرمول‎ ۸ 
در حالت اخیر است. فرض کنید که ۰ 4 ۸0 بوده و( :رل زرت) ,/۸پای عمود مرسوم از 110 بر.» باشد,‎ 
,جرا درنظرمی‌گیریم که درآن م مبدأً‎ = OM, = (TH دول‎ 2) org = OM, عبارات (20 زول زو2) که‎ 
ری 1 ,وه -]- ترا می‌توان به شکل 0= 4 - ,9۰۲ بازنوشت که در آن‎ + 4 = ٩ است . معادله‎ 
بردار عمود بر صفحه است.‎ ۸ = )۵: ۵: ۵( 
م۴ س م راداریم.‎ = ۸٥ همخط بوده و بنابراین‎ ng MoM, = ٣ر بردارهای ۲ س‎ 
از اینروه۸ + مء = ,۶ حاصل می‌شود . آنگاه 0 = 4 ۳ ۸(۰ -1- وع) بوده ودرنتیحه او در‎ 
بدست می‌آید. حال داریم:‎ 
lar td _. | و62‎ ety 14| 
۱ ۱75۳2۳  ش سل‎ 


e ۵۷۹‏ مرکز قاعده ۸6 باشد (شکل ۲۳۷) آنگاه 


(OA + OB + 0 = هد‎ =4; 0( 


کے 
paz | MM, ۱۶۱۸ ۱۰۱ n | =‏ 


خواهد بود . نقطه 8 دارای مختصات (2 و # و 8)0 بوده و از اینرو 
چ یب چ 
MS = OS — 0۸ = (~4; yg +4; 2‏ 


۳4 ت طلست 
راداریم. چنین بدست می‌اید : (3 ;3-- ;0) کہ AB‏ و(0 ;3— ;3—( = AC‏ 
چ وس چ چ 

بدلیل(8€ 4) .1 (15) ر وابط 0 = ۸/3۰۸ و 0 = 184€ راداريم. 
از این تساوی معادلات 0 = 32 + ٩(‏ + ب) 3 و0 = (1 +4 ) 12-3 بدست می‌آید. که حوابهای 
آنها عبارت از 3 = لاو و == و ست . فرض کنید که ۲ نبانگاه بال 42 و ۳0۵ عمود بر ( ٩1‏ ) در 
صفحه 51 باشد. بدلیل (887) 1 ۵۰۵۸6 1 (4€) را داریمکه به‌معنی این است که 14 عمود 
مشترک پاره خط های ۸6 و 58 بوضیو 20 فاص بین این خطوط است. : چتین دار ریم: 

OP جو ت‎ 02 - 0% = (7/2; --4/2; --4(« BP = OP — OB = (—3/2; 3/2; ~8), 


BS = OS — م‎ = )-5; 5: 2( ¢ MS = (4; 4; 4) ۰ ۱۱ = ۷2775, 


از اینرو جنین استنتاج می‌شود : 
IBS| = VDA, MSI = 148 < ۰ ۱۵۱ ۵0۱ ۰ ۱۸۱۱۸۱۵۱ = 3‏ 


۰ ه فرض کنید 1 یال فرحه نشان داده شده درشکل ۲۳۸ باشد. صفحاتی بصورت 1 1 (۸۲۸۸) و 
(٩‏ ) رسم کرده و آنگاه چنین داریم :3 0۷-۰ ۸۳۸-۶ 2. همجنین عمودهای ,۸۸ و 
را بر وحوه :۷ و :¥ فرجه وارد می‌کنيم . آندازه فرحه حاده بوده و نشاط ۸۱ ور8روی اضلاع PM‏ و 
۷ از روایای مسطحه فرار دارند. طبق فرض7/6.- ,2848 0.74 are‏ ,۸۸ ار . اگر 
1 | ( 4€ ) باشد آنگاه ( ۳80۸ 4(۲) بوده و از ۱ حاده 
تا است. عبارت ۾ << 419 را در نظرمی‌گیرییم . درمی‌یابیم که: 

| BB, | = asin BAB, = ۵/2, |QB,l= |BB,| X cot IBQB,J ENS 


3 
APA, = ۲۵۸/5 3‏ هتوال ۱۸۸ ۱4۸۱ asin ABA, = 0.1a‏ = زر ۱4 
بدلیل ۱۸۱ = 00۱ داریم : 73 ۵ = ۱8,۱ - ۱۳۸۱ ۰۱6,6۱ در مثلث ,۸ داریم: 


۱۹, = a.cos (0/0) = a ¥32, ۱۸6۱ = ۷ ۱1,۶ = [RCT = 2 ۾‎ 


درنتیحه 3/5 ۷ 2 = ۱۸0۱/۱۸۸۱ = 8۸0 وم خواهد بود. 


یس حواب مسئله عبارت از (3/5 ۲ر 2) دنه خواهد بود. 


شکل ۲۳۸ 


۱ برش 11811۷ رارسم می‌کنيم (در شکل ۱۲۸۸۱۱۱۵۰۲۳۹ ۸1۸۱ راداریم). 
حجم هرم 9۸۸ رابا او حجم هرم ۸۸۸/۸ را با ,۷ نشان می‌دهیم. حجم ۷ برابر مجموع ر۷ 
و و۷ مر بوط به هرم های ۸/۸/۸۷ و ۵8۸۸ است. حسجم,هرم‌های ٩8۸0‏ و ۵/61 رامقایسه 
می‌کنيم . وجوه ۸۸/۸۷ و »5 را به عنوان فاعده این هرم ها و نقطه 8 را به عنوان رس مشترک درنظر 

ح من 1 1 ۱ 1 
می‌گیر یم . بدلیل Sen = 7 0 || = 3 |5٩|‏ را دار یم که به معنی 008 3" ۳ وا است . 
بدیهی است که ۲ Pênéb‏ بوده و درنتیجه ۷ 2 حد ,۲ را خواهیم داشت . 
هرم های ۷ و SBAD‏ را مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . وجوه ۷ و 840 رابه عنوان قاعده 
ea ۳ 13‏ سم 
انها و نقطه 8 را به عنواك راس مشترک در نظر می‌گیر یم . بدلیل اینکه ۸ ها ها تال SD‏ ات از اینر و 

1 چ 
سب سد ۷ را داریم که به معنی ۷ ت VSHAD‏ ج = و۷ است. 
۱ تب ِ 

حال می‌توانیم حجم ۷ 2 = و۷ سل در را بدست اوریم »> حجم قطعه جدا شده از هرم ۲ 5 بوده و 


ر سیت ححم ها نیز برابر 3/5 انیت : 


شکل ۲۳۹ 


۲ م بدیهی است که جهار وحهی ومتوازی السطوح دررأس دا مشترک هستند (شکل ۲ 
یال های متوازی السطوح که از این رأس منشعب می‌شوند ر وی یال های جهار وجهی قراردارند. وجه 


۳۳۳ 


4 جچهار وجهی فقط می‌تواند محتوی رأسی ازمتوازی السطوح باشد که ر وی وجه دارای رس ۵ قرار 
ندارند. برای این شرط مسئله فقط یک رأس متوازی السطوح یمنی رأس ,۸ وحود دارد. برش هایی از 
جهار وحهی را که بوسیله صفحات ,8,1,2( و ,72/1 ایحاد شده اند مورد ملاحظه قرار می‌دهیم . 
عبارات» = ۱۸/۱۱/۱۸۷۱ y,‏ = | ۱6۸۷/۱۸ ,| در نظر می‌گیریم . 
ارتفاع چهار وجهی مرسوم از رأس ) را با 11 و ارتفاع متوازی السطوح که بر قاعده 12/080 وارد شده است 
رابا ۸ نشان می‌دهیم . ارتفاع جهار وجهی ۷///,) مرسوم اوراس رارکت 4ات 
اين جهار وحهی با مرکز » ونسبت ۷ متحانس جهاروحهی ۸ است. بنابراین داریم: 

Span, H —h = yH‏ پر ری را 
یعنی : ۷(۸ - 1) = | . مثلث های ,۸18۴و ۸11,۷ با نسبت < متشابه بوده و از اینرو 

SE, 7 SDN 

را داریم. مثلث های ,"6,1 و۸( با نسبت = -۰ 1متشابه بوده و از اینرو 


(f — Sv pm‏ & مره 
است. بنابراین نتیحه می‌شود که: 
SDN 7 SME, 7 Sng, =2 (1 — 3) Spy = a(t ~ 7) X PSDAR‏ مره 


حجم متوازی السطوح بصورت زیر درمی‌آید : 
yg) Spin H‏ — 1( و )2 — 1( Sy ga‏ = ۳ 
بدلیل 3۷ = 11× م۷ (و1) ي (ه - 62)14 = و۷ را داریمکه‌د ر آن! > ± > 0 ۰ 1 > و > ۱ 
است. تابع (ه = 4) «به ازاء1/2 = «دارای بزرگترین مقدار است ومقدا ر آن برابر4/4 می‌باشد. به 
آسانی دریافت می‌شود که تابم (۷ = 1) ۳ بزرگترین مقدار خود در بازة (4 و 0)رابه ازاء 2/5 = و 
اختیار کرده و اين مقدار برابر 4/27 است. این امر بدین معنیاست که به ازاء1 > ۶ > ۱۰0 > و > 0 
داریم: 4/27 = (1/4(۰)4/27) > ( س 1) *ی (2 - 4) ± . 
علامست تساوی وقتی اعمال می‌شود که۱2- و 2/3 = 
تاش 
بدین ترتیب بزرگتر ین مقدار برای حجم متوازی السطوح 
برابر وک = ۷ .و خواهد بود. متوازی السطوحی که 
رأس ۸۱ آن بر نقطه تلاقی میانه‌های وجه ۸86 منطبق 


است دارای بیشترین حجم ممکنه بوده و در نتیحه 


2 شکل ۲6۰ 
عواب مسئله عبارت از ۷ ج خواهد بود , 


